
第45卷第10期 重 庆 大 学 学 报 Vol.45 No.10
2022年10月 JournalofChongqingUniversity Oct.2022

doi:10.11835/j.issn.1000-582X.2021.114

基于摆线滚轮阴模基体的步长伸缩双圆弧插补算法
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摘要:阴模基体加工精度是影响摆线金刚石滚轮制造精度的关键因素。为了提高摆线滚轮阴

模基体在数控机床上的加工精度,首先求解出摆线滚轮阴模基体形面曲线方程,然后基于双圆弧插

补法,建立摆线滚轮阴模基体步长伸缩双圆弧插补数学模型,利用数值分析方法求解插补节点数

据,控制步长伸缩以调整插补误差。通过计算实例验证了算法的可行性,结果表明:双圆弧插补误

差小于0.01μm,比直线插补误差降低75%;控制步长伸缩,在相同允差下拟合圆弧段数减少55%,
提高了加工效率;插补数据拟合的加工仿真曲线光滑平整,刀具路径具备G1连续性。
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Variable-stepdouble-arcinterpolationalgorithm
basedoncycloidrollerfemalemoldmatrix
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Abstract:Themachiningaccuracyofthefemalemoldmatrixisakeyfactoraffectingthemanufacturing
accuracyofthecycloiddiamondroller.Inordertoimprovethemachiningaccuracyofthecycloidalroller
femalemoldontheCNC(computernumericalcontrol)machinetool,firstly,thebasiccurveequationof
thecycloidalrollerfemale moldissolved.Then,basedonthedoublearcinterpolation method,a
mathematicalmodelofthevariable-stepdouble-arcinterpolationofthecycloidalrollerfemalemoldis
established.Theinterpolationnodedataareobtainedbyusingnumericalanalysismethod,andtheinterpolation
errorcanbeadjustedbycontrollingthesteplengthexpansion.Thefeasibilityofthealgorithmisverifiedby
calculationexamples.Theresultsshowthatthedouble-arcinterpolationerrorislessthan0.01μm,whichis75%
lowerthanthelinearinterpolationerror.Bycontrollingthesteplengthexpansion,thenumberoffittingarc
segmentsisreducedby55% underthesametolerance,andtheprocessingefficiencyisimproved.
Moreover,themachiningsimulationcurvefittedbytheinterpolationdataissmoothandflat,andthetool
pathhasG1continuity.
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摆线针轮行星传动具有传动比大、传动精度高、结构紧凑、扭转刚度高和传动效率高等突出优点,被广泛

应用于工业机器人、化工、冶金等领域[1-3]。摆线齿廓的精度是影响其传动精度的主要因素,采用金刚石滚轮

修整技术的成形磨削法不仅加工效率和精度高,而且可实现摆线齿廓的任意修形,已经成为摆线齿廓精加工

的主流方法[4-5]。
高精度复杂形面金刚石滚轮一般采用内电镀法制造[6],滚轮阴模基体形面是金刚石颗粒的定位基准面,

其形面精度是影响滚轮最终制造精度的关键因素[7-8]。金属阴模基体在数控精密磨床上加工,对于摆线金刚

石滚轮阴模基体的数控磨削加工,由于基体形面曲线复杂,必须用直线或圆弧段逼近原曲线[9],为了提高其

数控加工精度,插补算法的研究至关重要。
张敬东等[10]提出了一种等误差直线插补算法用于摆线齿廓的数控加工;姚必强等[11]提出用等弧长圆弧

拟合任意非圆曲线;CAD/CAM方法也广泛应用于复杂非圆曲线的数控加工,该方法的刀具路径由许多细小

的直线或圆弧段组成[12-13]。用上述方法拟合复杂非圆曲线,当需要较高的插补精度时,插补节点数量多,且
刀具路径不具备G1连续性。采用双圆弧插补法能有效解决上述问题,刘涛等[14-15]采用最优切向量双圆弧插

补算法完成涡旋型线零件的数控加工,但该方法需要根据曲线能量极小条件计算最优切向量,计算量大,拟
合效率较低。

笔者基于双圆弧插补法,求解出摆线滚轮阴模基体形面曲线方程,建立摆线滚轮阴模基体步长伸缩双圆

弧插补数学模型,利用 MATLAB软件求解插补节点数据,并进行误差分析,通过控制步长伸缩来调整插补

误差。最后通过计算实例验证了该模型的可行性,在相同允差要求下可以提高加工效率,插补数据拟合的加

工仿真曲线光滑平整,刀具路径具备G1连续性,插补节点数据导入数控机床即可用于数控程序编制。

1 摆线滚轮阴模基体形面曲线方程

图1 摆线滚轮阴模基

体加工坐标系

Fig.1 Machiningcoordinate

systemoffemalemoldworkpiece

摆线滚轮阴模基体加工坐标系如图1所示,阴模基体加工坐标系为O1-
X1Y1,摆线齿廓坐标系为O-XY,O1X1轴线与OX 轴线的距离为D。摆线滚

轮阴模基体形面曲线除P1O2P2段外皆为过渡圆弧及直线段,P1O2P2段曲线

与摆线齿廓曲线形状相同,且P1O2段曲线与O2P2段曲线关于Y1轴左右对称,
因此只需对阴模基体形面O2P2段曲线进行双圆弧插补计算。

O2P2段形面曲线在摆线齿廓坐标系中的曲线方程式为:

x=(Rz+ΔRz)sinθ-esin(zbθ)+(rz+Δrz)cosγ,

y=(Rz+ΔRz)cosθ-ecos(zbθ)+(rz+Δrz)sinγ,

sinγ=
cosθ-Kcos(zbθ)

1+K2-2Kcos(zgθ)
,

cosγ=
Ksin(zbθ)-sinθ
1+K2-2Kcos(zgθ)

。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(1)

式中:Rz为针轮中心圆半径;e 为偏心距;zb为针轮齿数;zg为摆线轮齿数;rz
为针齿半径;ΔRz为移距修形量;Δrz为等距修形量;K=ezb/(Rz+ΔRz);

θ∈ 0,θmax[ ];θmax=π/zg。
对O2P2段形面曲线在摆线齿廓坐标系中的曲线方程式进行双圆弧插补计算后,通过简单的平移变换矩

阵即可将插补节点数据转换到阴模基体加工坐标系中,再将数据导入数控机床便可完成数控加工程序的

编制。

2 摆线滚轮阴模基体步长伸缩双圆弧插补数学模型

2.1 双圆弧插补原理

图2为双圆弧插补原理图,在加工曲线上任取相邻2点ti(xi,yi)、ti+1(xi+1,yi+1),Ti、Ti+1分别为曲线

上点ti、ti+1的切矢,过ti、ti+12点沿切矢方向作两线段相交于点T 得到△titi+1T,△titi+1T 的内心是图2
中的M 点。
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图2 双圆弧插补原理

Fig.2 Principleofdoublearcinterpolation

过ti、ti+1点分别作线段tiT、ti+1T 的垂线,同时过M 点作线段titi+1的垂线与上述2条垂线交于O1、O2

点。以O1点为圆心,O1ti为半径作圆弧,圆弧起点为ti,终点为 M;同理以O2为圆心、O2ti+1为半径确定另一

段起点为ti+1、终点为M 的圆弧,由此确定了复杂曲线上任意相邻2点间的插补双圆弧段[16]。

两段圆弧均通过△titi+1T 内心M 点只需证明O1ti=O1M和O2ti+1=O2M即可。证明如下。
由三角形内心性质可知,Mti为∠Ttiti+1的角平分线,同理 Mti+1是∠Tti+1ti的角平分线。过内心 M

点作线段titi+1的平行线与线段tiT、ti+1T 分别交于T1、T2点,由于T1T2∥titi+1,Mti平分∠Ttiti+1,所以

∠T1tiM=∠T1Mti,故T1ti=T1M,由三角形全等性质可得到△T1tiO1≅△T1MO1,从而O1ti=O1M;同

理可推出△T2ti+1O2≅△T2MO2,从而O2ti+1=O2M。M 点在2个圆心O1、O2的连心线上,故插补双圆弧

段的公切点就是 M 点,由O1ti⊥Tti,得切矢Ti与左边圆弧相切于ti点;同理切矢Ti+1与右边圆弧相切于

ti+1点。
当完成ti与ti+12点间双圆弧插补计算后,继续进行下一相邻2节点ti+1、ti+2间的计算,Ti+1、Ti+2分别为

原加工曲线上点ti+1、ti+2的切矢,设ti+1与ti+22点间插补圆弧段对应的圆心分别为O3、O4。由以上双圆弧

插补原理分析可知,圆心O2对应的圆弧与切矢Ti+1相切于ti+1点,圆心O3对应的圆弧同样与切矢Ti+1相切于

ti+1点,故不仅相邻节点ti、ti+1间插补的双圆弧段具有公共切向量,而且同一节点ti+1两侧的圆弧段在节点

ti+1处也具有公共切向量Ti+1。因此当采用双圆弧法插补摆线滚轮阴模基体形面曲线时,插补的圆弧段在任

意连接点处均有公共切向量,刀具路径具有G1连续性。

2.2 双圆弧半径及公切点坐标参数计算

在图2中,设整体坐标系为o-xy,o-xy 是固定坐标系;局部坐标系为ti-uivi,ti-uivi是动坐标系。在

o-xy 坐标系中,设线段tiT、ti+1T 与x 轴的夹角为γi、γi+1,线段titi+1与x 轴的夹角为θi,线段titi+1的弦长

为Li。

γi及γi+1的值可以通过切矢Ti、Ti+1求得,由阴模基体形面曲线方程式(1)可求得Ti、Ti+1,故有

γi=arctan
-(Rz+ΔRz)sinθi+ezbsinzbθi( )

(Rz+ΔRz)cosθi-ezbcoszbθi( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
, (2)

γi+1=arctan
-(Rz+ΔRz)sinθi+1+ezbsinzbθi+1( )

(Rz+ΔRz)cosθi+1-ezbcoszbθi+1( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
。 (3)

  线段titi+1与x 轴的夹角为

θi=arctan
yi+1-yi

xi+1-xi

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (4)

  线段titi+1的弦长为
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Li=
 (yi+1-yi)2+(xi+1-xi)2。 (5)

  设点M 在坐标系o-xy、ti-uivi中的坐标矢量分别为(xM,yM,1)T、(uM,vM,1)T,局部坐标系到整体坐标

系的变换矩阵为M0i,可求得

M0i=

cosθi -sinθi xi

sinθi cosθi yi

0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

。 (6)

  局部坐标系中的坐标矢量可通过变换矩阵M0i转换到整体坐标系中

(xM,yM,1)T=M0i(uM,vM,1)T。 (7)

  如图3所示,局部坐标系ti-uivi中,由内心几何性质可知,Mti平分∠Ttiti+1(图中β1),Mti+1平分

∠Tti+1ti(图中β2)。

图3 双圆弧坐标计算

Fig.3 Doublearccoordinatecalculation

在△titi+1T 中,内角β1、β2为

β1=γi-θi, (8)

β2=π-(γi+1-θi)。 (9)

  在△titi+1M 中,由正弦定理可以推出

ltiM =
sin(β2/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]
。 (10)

  由于∠MNti、∠TtiO1均为90°,可以求出

ltiN =ltiMcos(β1/2), (11)

lMN =ltiMsin(β1/2), (12)

lNO1 =
ltiN

tanβ1
, (13)

lNO2 =
Li-ltiN

tanβ2
。 (14)

  因此在局部坐标系下,可以求出公切点M 坐标为

uM =
sin(β2/2)cos(β1/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]
,

vM =
sin(β2/2)sin(β1/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]
。

ì
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í

ï
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ï
ï

(15)

  圆心O1、O2坐标分别为
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uO1 =
sin(β2/2)cos(β1/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]
,

vO1 =
sin(β2/2)cos(β1/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]tanβ1
;

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(16)

uO2 =
sin(β2/2)cos(β1/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]
,

vO2 =- Li-
sin(β2/2)cos(β1/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]

é

ë
êê

ù

û
úú/tanβ2。
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(17)

  两段圆弧半径R1、R2为

R1=
sin(β2/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]
sin(β1/2)+cos(β1/2)/tanβ1[ ] ;

R2=
sin(β2/2)Li

sin (β1+β2)/2[ ]
sin(β1/2)-cos(β1/2)/tanβ2[ ] +Li/tanβ2。
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(18)

  圆弧半径值R1、R2和公切点M 及圆心O1、O2在局部坐标系中的坐标值均已计算完毕,通过坐标变换矩

阵M0i即可得到公切点M 及圆心O1、O2在整体坐标系中的坐标值。

2.3 摆线滚轮阴模基体双圆弧插补误差分析

完成两个节点间的插补计算后,需要对产生的插补误差进行分析控制。插补误差的理论值是原廓形曲

线上任意点沿其法线方向上与插补圆弧曲线间距离的最大值,在实际应用中可简化计算,取原廓形曲线上任

意一点到插补圆弧圆心的距离与两段圆弧半径(R1或R2)之差的最大值为插补误差。

图4 插补误差计算

Fig.4 Calculationofinterpolationerror

上图中Li为两节点ti、ti+1之间的直线距离,将Li等分为N+1段,一般N+1取10到15,将等分点的横

坐标转换到整体坐标系中求出摆线滚轮阴模基体形面曲线上的点pj(xj,yj)(j=1,2,…,N),比较xj与xM

(圆弧公切点横坐标值)的大小,当xj≤xM 时,原形面曲线被拟合成第一段圆弧,此时的插补误差为

ε1j =  (xj -xO1)2+(yj -yO1)2 -R1 ,  j=1,2,…,m。 (19)

式中m 是第一段圆弧对应的最后一个等分点,且m<N。
当xj>xM 时,原形面曲线被拟合成第二段圆弧,此时的插补误差为

ε2j =  (xj -xO2)2+(yj -yO2)2 -R2 ,  j=m+1,m+2,…,N。 (20)

  ε1j与ε2j中的最大值即为这两个节点间的插补误差ε,即
ε=max(ε1j,ε2j)。 (21)

  判断任意相邻两节点间的插补误差ε与所允许的插补误差σε的大小,如果ε>σε,缩小步长直至满足ε<
σε的要求;而当ε远小于σε时,可适当增大步长使得插补误差小于并接近于插补允差,这就是步长伸缩双圆弧
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插补算法的实质。

2.4 摆线滚轮阴模基体步长伸缩双圆弧插补算法

进行双圆弧插补时,如果插补段曲线凹凸性不一致,会出现S 型拟合圆弧。因此曲线上若存在拐点应将

曲线分段再进行插值计算。曲率计算公式为

k=

dx
dθ×

d2y
dθ -

dy
dθ×

d2x
dθ

dx
dθ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
dy
dθ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú

3
2

。 (22)

  由曲率k=0求得O2P2段曲线拐点处参数角为

θ1=
arccos (1+zbK2)/(K +Kzb)[ ]

zg

。 (23)

  因此O2P2段曲线需分为 0,θ1[ ]、θ1,θmax[ ] 两段进行双圆弧插补计算。

O2P2段曲线的步长伸缩双圆弧插补算法计算步骤如下:

1)给定初始参数角θ0和初始步长角Δ,计算相邻2节点的坐标ti(xi,yi)和ti+1(xi+1,yi+1)及相应节点

处的切矢Ti、Ti+1,由双圆弧插补计算原理求出公切点M、圆心O1、O2点坐标值及相应圆心半径R1、R2的值。

2)将相邻2节点间的插补误差与插补允差σε比较,同时为了提高加工效率,对插补允差设定一个下限值

σεmin。若ε>σε,步长角减小一半调整曲线上节点ti+1的位置重新进行插补计算直至满足误差要求;若ε<
σεmin,适当增大步长角使插补误差接近插补允差,当θi≥θmax时,终止计算。

摆线滚轮阴模基体步长伸缩双圆弧插补算法流程如图5所示。

图5 步长伸缩双圆弧插补算法流程图

Fig.5 Flowchartofvariable-step-double-arcinterpolationalgorithm

3 计算实例分析及仿真

取40E摆线轮工件参数作为计算实例参数,其中e=1.3,zb=40,zg=39,rz=2.5,Rz=63.7,ΔRz=-0.1,

Δrz=0.075,θ∈ 0,π/39[ ]。将上述参数代入摆线滚轮阴模基体形面曲线方程式中,根据上节中的插补算法

流程在 MATLAB软件中编程进行数值计算。
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初始参数角θ0=0,初始步长角选取0.0012rad,插补允差σε=0.01μm。以初始步长角等分参数角取相

同插补节点数,可以得到69个插补节点。分别采用双圆弧插补法与直线插补法对O2P2段曲线进行插补计

算,在O2P2段曲线上随机连续选取8个插补节点,插补误差对比结果如表1所示。

表1 双圆弧与直线插补误差对比结果

Table1 Comparisonofdoublearcandlinearinterpolationerror

插补点1坐标/mm 插补点2坐标/mm 直线插补误差/μm 双圆弧插补误差/nm

(1.932,60.554) (2.033,60.663) 0.894 2.176

(2.033,60.663) (2.019,60.752) 0.510 1.793

(2.019,60.752) (2.167,60.824) 0.289 1.485

(2.167,60.824) (2.213,60.884) 0.159 1.247

(2.213,60.884) (2.250,60.934) 0.083 1.080

(2.250,60.934) (2.281,60.977) 0.037 1.039

(2.281,60.977) (2.308,61.013) 0.009 1.582

当节点数目相同时,表中结果显示直线插补只有最后2个节点之间的插补误差小于插补允差,其他节点

间的误差远大于插补允差σε,而双圆弧插补误差均小于插补允差σε。直线插补最小误差为0.009μm,双圆弧

插补最大误差为2.176nm,双圆弧插补最大误差比直线插补最小误差降低了75%,对比任意节点处得到的

数据发现插补误差均降低75%以上。
等步长角得到的双圆弧插补误差曲线如图6(a)所示,通过分析插补节点的坐标可知,在超过一定参数角

后,继续以满足插补误差的步长角插补时,会导致插补节点过于集中,从而插补误差的最值出现数量级的差

距,加工程序更加冗长,且加工零件表面质量不均匀。
采用图5所示的步长伸缩双圆弧插补算法,对加工允许误差设定一个下限值σεmin=0.001μm,当插补节

点间的误差小于下限值时,适当增加步长角调整节点ti+1在曲线上的位置,使得插补误差小于并接近插补

允差。
图6(b)是控制步长角伸缩后的插补误差曲线图,插补误差均小于插补允差σε。在满足同一插补允差时,

等步长角的插补节点数为69个,控制步长角伸缩后插补节点数为30个,节点数目减少了55%,插补的圆弧

段也减少了55%。因此在相同插补允差要求下控制步长角伸缩可以提高摆线滚轮阴模基体工件的加工效

率,同时可以保证加工表面质量均匀。

图6 等步长角与伸缩步长角误差曲线对比图

Fig.6 Comparisonofinterpolationerrorcurvesofequalstepangleandtelescopicstepangle
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图7曲线是由步长伸缩双圆弧插补节点数据拟合的O2P2段加工仿真曲线,由于拟合的圆弧段在每个离

散点处都有公共切向量,因此拟合曲线一阶导数连续,拟合曲线表面光滑平整,刀具路径具有G1连续性,保

证了工件的加工质量。

图7 O2P2段曲线加工仿真图

Fig.7 ProcessingsimulationdiagramofO2P2curve

4 结 论

以摆线金刚石滚轮阴模基体为加工对象,基于双圆弧插补法,建立了摆线滚轮阴模基体步长伸缩双圆弧

插补数学模型,该模型插补点求解方便,控制步长伸缩可以调整插补误差。对该数学模型进行实例计算及仿

真,得出结论如下:

1)双圆弧插补误差小于0.01μm,在节点数相同时其插补误差比直线插补误差降低75%,满足摆线滚轮

阴模基体高精度加工要求。

2)控制步长伸缩,在同精度允差下拟合圆弧段数减少55%,可以提高摆线滚轮阴模基体工件的加工

效率。

3)由插补算法原理及插补数据拟合的加工仿真曲线可知,插补的任意相邻圆弧段彼此相切,拟合曲线表

面光滑连续,刀具路径具备G1连续性。
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