
第45卷第12期 重 庆 大 学 学 报 Vol.45 No.12
2022年12月 JournalofChongqingUniversity Dec.2022

doi:10.11835/j.issn.1000-582X.2022.262

弹性半平面矩形夹杂基本单元解及其应用

谢东东1a,金晓清1a,1b,蒋志桢1b,钱厚鹏1b,李 璞1b,2

(1.重庆大学a.航空航天学院;b.机械传动国家重点实验室,重庆400044;

2.哈尔滨工业大学 理学院,深圳518055)

                                                     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

收稿日期:2022-02-23  网络出版日期:2022-05-06
基金项目:国家自然科学基金资助项目(51875059);重庆市科技计划项目(cstc2020jcyj-msxmX0850);重庆市研究生科研

创新项目(CYS21011)。

SupportedbyNationalNaturalFoundationofChina(51875059),ChongqingCityScienceandTechnology
Program (cstc2020jcyj-msxmX0850),and Graduate ResearchandInnovation FoundationofChongqing
(CYS21011).

作者简介:谢东东(1995—),男,硕士研究生,主要从事微观力学研究,(E-mail)1101112469@qq.com。

通信作者:金晓清,男,研究员,博士生导师,主要从事摩擦学、疲劳断裂、微观力学等研究,(E-mail)jinxq@cqu.edu.cn。

摘要:工程材料中存在的夹杂通常会对基体材料的弹性场产生扰动,当夹杂位于表界面附近

时,夹杂与表界面的相互作用往往导致问题的解析求解变得复杂、困难。推导了二维半平面基体中

矩形夹杂所致位移和应力场的基本单元解,用于通过“离散 叠加”来求解半无限平面含任意形状夹

杂的弹性场。与之相比,传统的有限元法需要在远大于夹杂尺寸的半无限大基体域上进行网格划

分,并且需要在夹杂/基体界面处细化网格以满足计算精度要求。提出了半解析算法,基于矩形夹

杂单元封闭解,只需对夹杂区域进行离散,可有效提高计算效率。以半平面基体中含正六边形和圆

形夹杂为例,该方法与有限元软件得到的结果进行对比,验证了基于单元解的半解析数值算法的正

确性与有效性。
关键词:数值方法;夹杂;基本单元解;半平面问题
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Abstract:Inclusionsinengineeringmaterialscreateadisturbancetotheelasticfields.Whenaninclusionis
locatedinthevicinityofthesurface,theinteractionsbetweentheinclusionandthesurfaceareoften
difficulttobesolvedanalytically.Theelementarysolutionsofthedisplacementsandstressescausedbya
rectangularinclusioncontainedinanelastichalf-planearederivedinclosed-form.Accordingly,the
resultantelasticfieldsproducedbyanyarbitrarilyshapedinclusioncanbesolvedthrougha“discretization-
superposition”scheme.ThetraditionalFiniteElementMethodneedstomeshthesemi-infinitematrix



regionwhichismuchlargerthanthesizeoftheinclusion,whilethemeshneedstobesufficientlyrefinedat

theinclusion/matrixinterfacetoattainasatisfactoryaccuracy.Bytakingadvantagesoftheelementary
solutionsofrectangularinclusion,theproposedsemi-analyticalmethodmerelyperformsthenumerical

discretizationwithintheinclusionregion,leadingtoremarkablesavingsonthemeshingeffortsandmemory
storage.Benchmarkexamplesarereportedforanelastichalf-planecontainingeitherregularhexagonalor

circularinclusion,andtheresultsarevalidatedwiththoseobtainedbythecommercialfiniteelement

software,demonstratingthecorrectnessandeffectivenessofthisproposedsemi-analyticalmethod.

Keywords:numericalmethods;inclusions;elementarysolution;half-planeproblem.

工程材料的综合性能与航空航天、新能源汽车、集成电路、机械工程、建筑工程等高新技术和民生产业的

发展密切相关,材料中存在的杂质或者夹杂往往会改变其宏微观力学性能,从而影响工程结构和零部件的可

靠性及使用寿命。Mura[1]将诸如热膨胀、相变、塑性应变和初始应变等非弹性形变统称为本征应变,基体材

料中包含的具有本征应变的子区域则称为夹杂。夹杂问题的研究可广泛应用于多个物理力学领域。如热失

效是半导体研发中重点关注的问题,芯片在封装测试过程中由于材料热膨胀系数的不匹配会导致芯片出现

翘曲[2]、分层失效[3]等现象而影响集成电路的性能。合金在熔炼过程中通常会析出夹杂物[4],而夹杂物的存

在有时也可以提高材料的力学性能,例如在面心立方结构FeCoNiCr高熵合金中加入Ti和Al,产生的纳米

级共格析出相能够显著增强合金强度[5]。

工程材料中夹杂的形状通常是不规则的,其弹性场的解析解往往不易求解,对于一些特定形状的夹杂,

国内外力学工作者已经进行了大量深入的研究。夹杂问题的突破性工作是始于Eshelby[6]对全空间椭球形

夹杂的弹性场的研究,发现在均匀本征应变作用下椭球内部的弹性场是均匀分布的,还开创性地提出了等效

夹杂方法。Chiu[7]利用伽辽金矢量法给出了全空间长方体夹杂的位移梯度的三重傅里叶积分表达式,进一

步可以根据几何方程和胡克定律求出应变场和应力场,随后又基于镜像法研究了半空间长方体夹杂的应力

场和表面位移场[8],半空间夹杂问题相对来说更具有工程实际意义,而由于涉及到自由表面的影响,求解过

程更加复杂。

对于平面问题,Chiu[9]利用傅里叶变换法,得到了全平面矩形夹杂在平面应力情况下应力场的表达式。

Hu[10]将三维半空间退化到平面应变的情况,推导了半平面矩形热夹杂外场的应力场。Ru[11]利用保角变换

和解析延拓的方法得到了全平面和半平面任意形状夹杂的解析解。Jin等[12]基于矩形夹杂解[9]推导了平面

夹杂问题的应力格林函数,利用格林函数将应力内外场统一表示成面积积分的形式,由于量子线与基体的晶

格错配可以用平面应变条件下的静水夹杂模型等效,还指出了其方法在量子线结构中的应用,对于均匀分布

的本征应变夹杂问题,可以利用格林定理将应力场转化成围道积分。Jin等[13-14]基于全空间椭球夹杂的结

果,通过三维退化的方法,推导了全平面椭圆形夹杂的应力场、应变场和位移场。Li等[15]利用格林函数法推

导了平面任意多边形夹杂的位移解,并可将其应用于线性分布本征应变的夹杂问题,与经典的Eshelby椭球

夹杂[6]不同,多边形夹杂的内外场位移解可以表示成统一的形式。

笔者利用半空间长方体夹杂解,通过对其一个维度无限延展的极限算法,给出了半无限平面含矩形夹杂

的全场位移、应力解,并引入相应的记号方法,将影响系数和响应原函数之间的关系表达成更加直观简洁的

形式。针对半平面问题中的任意形状夹杂,可以借助矩形基本单元将其离散 叠加来进行数值求解。以多边

形夹杂和圆形夹杂为例,将本文数值解与有限元软件计算结果进行对比,验证了本文方法的正确性。

1 记号方法

在平面夹杂问题中,为了求解任意形状夹杂所产生的弹性场,通常可以将任意形状的夹杂离散成大小均
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匀的矩形单元,通过叠加每个矩形单元所产生的弹性场得到最终的夹杂解。半平面夹杂解可以从三维半空

间夹杂问题退化得到,对于半空间问题中夹杂所引起的位移场和应力场可以采用镜像法或直接通过使用势

函数和伽辽金矢量法求得[16]。

ui x( ) =-
1

8π1-ν( )∫Ω
Ui ε*[ ]dx', (1)

σij x( ) =
- μ
4π1-ν( )∫Ω

Θij ε*[ ]dx', x∉Ω,

- μ
4π1-ν( )∫Ω

Θij ε*[ ]dx'-λε*
kkδij -2με*

ij
, x∈Ω。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(2)

式中:λ和μ 为拉梅常数;ν为泊松比;δij为Kronecker符号;本征应变 ε*[ ]= ε*
11,ε

*
22,ε

*
33,2ε

*
23,2ε

*
13,2ε

*
12[ ],

Ui、Θij分别为与位移和应力相关的势函数的导数的组合,表达式比较繁琐,Liu等[16]在附录中给出了其显式

表达形式,这里不再赘述。上述积分表达式中存在4种形式的积分核,1种是与全空间夹杂解相关的积分核,

3种与半空间镜像夹杂相关的积分核:即包括与z 无关的项、与z 相关的项及与z2相关的项[16]。由式(2)还

可以看出,应力的内外场解在夹杂和基体内的表达式相差-λε*
kkδij-2με*

ij
,对于长方体夹杂问题,通过选取

合适的响应原函数,应力场可以表达成统一的形式[12]。

如果令长方体夹杂沿y 轴方向的长度趋于无穷大,则三维空间问题就会退化成平面应变问题。夹杂问

题可以从激励 响应的角度去理解,通过引入矩形夹杂基本单元解的记号方法,可以将复杂的叠加求和运算

表示成更加直观、简洁的形式[17]。假设在半无限大平面D 中存在一个矩形夹杂Ω,夹杂内部分布着均匀的

本征应变 ε*
11,ε

*
22,ε

*
33,2ε

*
13( ),基体和夹杂的材料相同,如图1所示,矩形的中心位于 x0,z0( ),其边长分别

为Δx,Δz,并且分别平行于其对应的坐标轴。 x',z'( ) 处的激励ε* 在任意点 x,z( ) 处所产生的响应可以

通过对与全平面相关的格林函数G1 x-x',z-z'( ) 和与镜像夹杂相关的格林函数G2 x-x',z+z'( ) 的积

分来求得。

图1 半平面矩形夹杂示意图

Fig.1 Schematicdiagramofrectangularinclusioninhalf-plane

与全平面对应的卷积积分可以表示为

g1=∫
z0+

Δz
2

z0-
Δz
2∫

x0+
Δx
2

x0-
Δx
2

G1 x-x',z-z'( )dx'dz'。 (3)

  与镜像项对应的卷积 自相关积分可以表示成

g2=∫
z0+

Δz
2

z0-
Δz
2∫

x0+
Δx
2

x0-
Δx
2

G2 x-x',z+z'( )dx'dz'。 (4)

  考虑如下变量代换

ξ1=x-x',ξ3=
z-z', 与全平面相关项,

z+z', 与镜像项相关项。{ (5)
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  使用变量代换,并交换积分上下限后,式(3)(4)可以写成如下表达形式

g1=∫
z2

z1∫
x2

x1
G1ξ1,ξ3( )dξ1dξ3, (6)

g2=∫
z︿2

z︿1∫
x2

x1
G2ξ1,ξ3( )dξ1dξ3。 (7)

其中

x1=x-x0-Δx/2,

x2=x-x0+Δx/2,

z1=z-z0-Δz/2,

z2=z-z0+Δz/2,

z
︿

1=z+z0-Δz/2,

z
︿

2=z+z0+Δz/2。
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(8)

  如果格林函数G1ξ1,ξ3( ) 的原函数为Γ1ξ1,ξ3( ),就可以求得式(6)中的积分函数的显式表达形式

g1=
2

α=1

2

γ=1
-1( )α+γΓ1 xα,zγ( ) =Γ1 x1,z1( ) -Γ1 x1,z2( ) -Γ1 x2,z1( ) +Γ1 x2,z2( ) 。 (9)

  上述式子中括号里的变量分别表示矩形的4个角点指向响应点的向量的分量,根据金晓清等[17]所引入

的记号方法,式(9)可以写成

g1=Γ1 x,z( ) x0,z0;Δx,Δz[ ] 。 (10)

  同样地,如果Γ2ξ1,ξ3( ) 是格林函数G2ξ1,ξ3( ) 的原函数,则式(7)的积分结果为

g2=
2

α=1

2

γ=1
-1( )α+γΓ2 xα,z

︿
γ( ) =Γ2 x1,z

︿
1( ) -Γ2 x1,z

︿
2( ) -Γ2 x2,z

︿
1( ) +Γ2 x2,z

︿
2( ) 。 (11)

  采用上述记号方法,与镜像夹杂相关的响应解g2
可以表示成如下形式

g2=Γ2 x,z( ) x0,-z0;Δx,Δz[ ] 。 (12)

  式(10)和式(12)中所采用的记号方法包含了计算场点 x,z( ) 处响应所需的全部必要信息,即矩形激励

区域的中心坐标 x0,z0( ),矩形边长Δx,Δz,响应解g1
和g2

分别是由场点坐标、矩形中点坐标、矩形边长所组

成的4个积分上下限在响应原函数Γ1 x,z( ) 和Γ2 x,z( ) 上的代数和。该记号方法直观简洁地表达了响应点

与激励点之间的卷积性质,以及响应点与激励镜像点沿z轴方向分量之间的自相关性质,在采用半解析数值

算法求解任意形状夹杂问题时可以结合快速傅里叶算法进行加速计算。

2 半平面夹杂问题的基本单元解

采用数值离散方法求解任意形状夹杂问题时一般可以通过将计算域离散成大小均匀的矩形单元,然后

叠加每个矩形夹杂单元所产生弹性场求出最终的数值解,因此有必要研究单个矩形夹杂产生的位移、应力

场,也即半平面夹杂问题的基本单元解。

半平面夹杂问题中位移场的基本单元解的矩阵表达形式如下:

u1

u3

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

W111 W122 W133 W113

W311 W322 W333 W313

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ε*
11

ε*
22

ε*
33

2ε*
13

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

, (13)

其中,位移影响系数Wikl与位移响应原函数wikl
之间的关系可以用引入的记号方法表示为

Wikl =W 0( )

ikl +W 1( )

ikl +zW 2( )

ikl +z2W 3( )

ikl =
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-
1

8π1-ν( ) {w 0( )

ikl x0,z0;Δx,Δz[ ] + w 1( )

ikl +zw 2( )

ikl +z2w 3( )

ikl[ ] x0,-z0;Δx,Δz[ ] }。 (14)

式(14)中w 0( )

ikl 是全平面夹杂的位移响应原函数,其具体表达式如下:

w 0( )

111 =-23-2ν( )ξ3lnr-41-ν( )ξ1arctan
ξ3
ξ1
,

w 0( )

122 =-4νξ3lnr+ξ1arctan
ξ3
ξ1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

w 0( )

133 =21-2ν( )ξ3lnr-4νξ1arctan
ξ3
ξ1
,

w 0( )

113 =-21-2ν( )ξ1lnr-41-ν( )ξ3arctan
ξ1
ξ3
,

w 0( )

311 =21-2ν( )ξ1lnr-4νξ3arctan
ξ1
ξ3
,

w 0( )

322 =-4νξ1lnr+ξ3arctan
ξ1
ξ3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

w 0( )

333 =-23-2ν( )ξ1lnr-41-ν( )ξ3arctan
ξ1
ξ3
,

w 0( )

313 =-21-2ν( )ξ3lnr-41-ν( )ξ1arctan
ξ3
ξ1
。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(15)

其中r=
 

ξ
2
1+ξ

2
3表示响应点与矩形夹杂角点之间的相对距离。

与三维半空间夹杂问题类似,在二维半平面基体中夹杂所引起的弹性场问题中,与全平面相关的积分核

是关于x,z的卷积,另外3项与镜像夹杂相关的积分核是关于x 的卷积和z 的自相关。式(14)中的w 1( )

ikl ,

w 2( )

ikl ,w 3( )

ikl 是与夹杂镜像项有关的位移响应原函数,其具体表达式分别如式(16)(17)(18)所示,其中需

要注意的是在这3个式子中变量ξ3=z+z',而r表示的是响应点与矩形夹杂角点的镜像点之间的相对

距离。

w 1( )

111 =-25-6ν( )ξ3lnr-41-ν( )ξ1arctan
ξ3
ξ1
,

w 1( )

122 =-43-4ν( )νξ3lnr+ξ1arctan
ξ3
ξ1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

w 1( )

133 =-21-2ν( )ξ3lnr-42-3ν( )ξ1arctan
ξ3
ξ1
,

w 1( )

113 =-21-2ν( )ξ1lnr+41-ν( )ξ3arctan
ξ1
ξ3
,

w 1( )

311 =21-2ν( )ξ1lnr+42-3ν( )ξ3arctan
ξ1
ξ3
,

w 1( )

322 =43-4ν( )νξ1lnr+ξ3arctan
ξ1
ξ3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

w 1( )

333 =25-6ν( )ξ1lnr+41-ν( )ξ3arctan
ξ1
ξ3
,

w 1( )

313 =21-2ν( )ξ3lnr-41-ν( )ξ1arctan
ξ3
ξ1
。

ì

î

í
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ï
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ï
ï
ï
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ï
ï
ï
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ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
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(16)
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w 2( )

111 =41-2ν( )lnr+
4ξ21
r2
, w 2( )

122 =-8νlnr,

w 2( )

133 =-43-2ν( )lnr+
4ξ23
r2
, w 2( )

113 =81-ν( )arctanξ3
ξ1

-
4ξ1ξ3
r2

,

w 2( )

311 =81-ν( )arctanξ3
ξ1

+
4ξ1ξ3
r2

, w 2( )

322 =-8νarctanξ1
ξ3
,

w 2( )

333 =-8νarctanξ1
ξ3

-
4ξ1ξ3
r2

, w 2( )

313 =-41-2ν( )lnr-
4ξ23
r2
。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(17)

w 3( )

111 =w 3( )

313 =
4ξ3
r2
, w 3( )

133 =-
4ξ3
r2
, w 3( )

113 =w 3( )

333 =
4ξ1
r2
,

w 3( )

311 =-
4ξ1
r2
, w 3( )

122 =w 3( )

322 =0。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(18)

  半平面夹杂问题中应力的基本单元解的矩阵形式可以表示为

σ11
σ22
σ33
σ13

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

=

T1111 T1122 T1133 T1113

T2211 T2222 T2233 T2213

T3311 T3322 T3333 T3313

T1311 T1322 T1333 T1313

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ε*
11

ε*
22

ε*
33

2ε*
13

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

。 (19)

  影响系数Tijkl与应力响应原函数tijkl之间的关系可以表示为

Tijkl =T 0( )

ijkl +T 1( )

ijkl +zT 2( )

ijkl +z2T 3( )

ijkl =

-
E

8π1-ν2( ) {t 0( )

ijkl x0,z0;Δx,Δz[ ] + t 1( )

ijkl +zt 2( )

ijkl +z2t 3( )

ijkl[ ] x0,-z0;Δx,Δz[ ] }, (20)

其中t 0( )

ijkl 是全平面矩形夹杂的应力响应原函数,其表达式为:

t 0( )

1111 =4arctanξ1

ξ3
-
2ξ1ξ3

r2
,t 0( )

1133 =t 0( )

3311 =t 0( )

1313 =
2ξ1ξ3

r2
, t 0( )

1113 =t 0( )

1311 =-2lnr+
2ξ2

1

r2
,

t 0( )

3333 =4arctanξ3

ξ1
-
2ξ1ξ3

r2
,t 0( )

3313 =t 0( )

1333 =-2lnr+
2ξ2

3

r2
, t 0( )

1122 =t 0( )
2211 =4νarctanξ1

ξ3

,

t 0( )

2233 =t 0( )
3322 =4νarctanξ3

ξ1

, t 0( )

2222 =4arctanξ1

ξ3
+arctanξ3

ξ1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,t 0( )

1322 =t 0( )

2213 =-4νlnr。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(21)

t 1( )

ijkl
,t 2( )

ijkl
,t 3( )

ijkl 是与镜像项有关的应力响应原函数,其具体表达式分别为:

t 1( )

1111 =-4arctanξ3

ξ1
-
6ξ1ξ3

r2
, t 1( )

1122 =-12νarctanξ3

ξ1

, t 1( )

1133 =-8arctanξ3

ξ1
+
6ξ1ξ3

r2
,

t 1( )

1113 =-2lnr-
6ξ2

1

r2
, t 1( )

2211 =-4νarctanξ3

ξ1
-
8νξ1ξ3

r2
,t 1( )

2222 =-16ν2arctanξ3

ξ1

,

t 1( )

2233 =-12νarctanξ3

ξ1
-
8νξ1ξ3

r2
,t 1( )

2213 =-4νlnr+
8νξ2

1

r2
, t 1( )

3311 =-
2ξ1ξ3

r2
,

t 1( )

3322 =-4νarctanξ3

ξ1

, t 1( )

3333 =-2arctanξ3

ξ1
+
2ξ1ξ3

r2
, t 1( )

3313 =-2lnr-
2ξ2

1

r2
,

t 1( )

1311 =-2lnr+
2ξ2

1

r2
, t 1( )

1322 =-4νlnr, t 1( )

1333 =-2lnr-
2ξ2

1

r2
,

t 1( )

1313 =-
2ξ1ξ3

r2
。   

ì

î

í
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ï
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ï
ï
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(22)
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t 2( )

1111 =
12ξ1

r2 -
8ξ

3
1

r4
, t 2( )

1122 =-
8νξ1

r2
, t 2( )

1133 =-
12ξ1

r2 -
8ξ1ξ

2
3

r4
,

t 2( )

1113 =-
12ξ3

r2 -
8ξ

2
1ξ3

r4
,t 2( )

2211 =
8νξ1

r2
, t 2( )

2222 =0,

t 2( )

2233 =-
8νξ1

r2
, t 2( )

3311 =
4ξ1

r2 -
8ξ

2
3ξ1

r4
,t 2( )

2213 =-
8νξ3

r2
,

t 2( )

3322 =
8νξ1

r2
, t 2( )

3333 =
4ξ1

r2 +
8ξ1ξ

2
3

r4
,t 2( )

3313 =-
4ξ3

r2 +
8ξ

3
3

r4
,

t 2( )

1311 =
4ξ3

r2 -
8ξ

2
1ξ3

r4
, t 2( )

1322 =-
8νξ3

r2
, t 2( )

1333 =-
4ξ3

r2 -
8ξ

3
3

r4
,

t 2( )

1313 =
4ξ1

r2 +
8ξ1ξ

2
3

r4
。  
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t 3( )

1111 =t 3( )

3333 =t 3( )

1313 =-
8ξ1ξ3

r4
, t 3( )

1133 =t 3( )

3311 =
8ξ1ξ3

r4
,

t 3( )

1113 =t 3( )

1333 =
4
r2-

8ξ
2
1

r4
, t 3( )

3313 =t 3( )

1311 =-
4
r2+

8ξ
2
1

r4
,

t 3( )

1122 =t 3( )

2211 =t 3( )

2222 =t 3( )

2233 =t 3( )

2213 =t 3( )

3322 =t 3( )

1322 =0。  

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(24)

根据平面应变条件,可以验证由面内本征应变ε*
11,ε

*
33引起的出平面方向的应力满足σ22=νσ11+σ33( )。

通过以上公式获得平面应变情况下半平面夹杂问题的应力场基本单元解后,可以直接将平面应变解转化为

平面应力解。在平面应力问题中,σ22=0,因此与y 有关的应力响应原函数均等于0。此外通过把式(20)中

的E 换成
E 1+2ν( )

1+ν( )2
,ν换成

ν
1+ν

,可以得到平面应力情况下半平面夹杂问题的应力场基本单元解。在获得

上述应力解后,进一步利用胡克定律可以得到应变解。

3 半平面任意形状夹杂数值算法

对于半平面夹杂问题,采用有限元法计算时需要在一个半无限域上进行网格离散,也即计算域尺寸需要

远远大于夹杂尺寸,而且还需在夹杂边界周围细化网格才能满足计算精度。基于上一节中求得半平面夹杂

的基本单元解,只需将包含任意形状夹杂的矩形有限计算域离散成Nx×Nz个大小均匀的矩形网格单元,计

算域的中心为 x0,z0( ),边长分别为2a,2b。激励场单元和响应场单元中点的位置编号分别定义为

m',n'( ) 和 m,n( )。为了避免在运算过程中进行坐标变换增加计算量,矩形单元的边分别平行于对应的坐标

轴,边长分别为Δx,Δz,如图2所示。

图2 半平面任意形状夹杂矩形单元离散示意图

Fig.2 Schematicdiagramofdiscreterectangularelementofarbitrarilyshapedinclusioninhalf-plane
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以位移解为例,通过叠加离散后的矩形单元解,就可以得到任意形状夹杂位移场的数值解,如式(25)所

示。应力解可以通过同样的离散方法求得。

ui m,n( ) =
Nz

n'=1

Nx

m'=1
W

(0)
ikl m-m',n-n'( )ε*

kl m'+n'( ) +


Nz

n'=1

Nx

m'=1
W

(1)
ikl m-m',n-n'( )ε*

kl m'+n'( ) +

z
Nz

n'=1

Nx

m'=1
W

(2)
ikl m-m',n-n'( )ε*

kl m'+n'( ) +

z2
Nz

n'=1

Nx

m'=1
W

(3)
ikl m-m',n-n'( )ε*

kl m'+n'( ) 。 (25)

  通过矩形基本单元离散任意形状夹杂,再叠加求和通常需要进行大量的数值计算,可结合快速傅里叶变

换算法进行加速计算[16,18]。为了验证半平面夹杂基本单元解的正确性,以多边形夹杂和圆形夹杂为例,如
图3所示,考虑在无限大的半平面基体材料中存在着一个正六边形/圆形夹杂,夹杂的中心位于 0,c( ),边长/
半径为a,本征应变为ε*

11,ε
*
22,ε

*
33,2ε

*
13( ),在夹杂内部均匀分布,夹杂和基体的材料相同,弹性模量和泊松比

分别为E,ν,目标线选取z=c,具体参数见表1。

图3 半平面六边形/圆形夹杂模型示意图

Fig.3 Schematicdiagramofhexagon/circularinclusionmodelinhalf-plane

表1 半平面六边形/圆形夹杂模型参数

Table1 Parametersofhexagon/circularinclusionmodelinhalfplane

网格Nx×Nz 弹性模量E/GPa 泊松比ν 夹杂中心坐标
六边形边长/圆形半径

a/mm
本征应变

200×200 210 0.3 (0,2) 1 [1111]T 1́0-3

利用FORTRAN编程得到的数值解和ABAQUS有限元解进行对比验证,目标线的起始点坐标分别为

(-2,2)和(2,2)。为了消除量纲对数据对比带来的影响,需要对应力和输出点位置进行无量纲化处理,即

u0=aε*/8π1-ν( ),σ0=Eε*/8π1-ν2( )。从图4、5中可以看出,通过矩形基本单元离散的半平面六边形/
圆形夹杂解和有限元解有着较好的吻合度,位移场在夹杂边界处是连续的,但应力场的某些分量在经过夹杂

边界的时候出现了跳跃,这是由于在全平面应力解中 arctanξ1/ξ3+arctanξ3/ξ1[ ] x0,z0;Δx,Δz[ ] 项在夹

杂内场的值为2π,在外场时为0,所以应力σ22,σ33的数值在夹杂边界处刚好相差一个常数。前述推导的应力

响应原函数对夹杂内外应力场都是适用的,说明通过选取合适的响应原函数,可以将半平面夹杂弹性场的基

本单元解写成统一的形式,表达式更加紧凑简洁,便于编程,也进一步验证了基本解的正确性。
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图4 位移数值解和有限元解对比结果

Fig.4 VerificationofthedisplacementnumericalsolutionswithFEMresults

图5 应力数值解和有限元解对比结果

Fig.5 VerificationofthestressnumericalsolutionswithFEMresults

4 结 论

1)通过将长方体夹杂的一个维度无限延展的极限算法,推导了平面应变问题中二维半平面矩形夹杂的

位移、应力场的基本单元解。与经典的Eshelby椭球夹杂解相比,矩形夹杂内外弹性场的解析解可以写成统

一的形式。进一步还可以通过平面应变和平面应力的转化关系,将文中提出的基本单元解应用到平面应力

情况。

2)以位移解为例,通过矩形单元离散任意形状夹杂,推导了半平面任意形状夹杂位移场的数值解形式,
将提出的基本单元解应用于求解半平面夹杂问题弹性场的数值解。

3)以半平面正六边形和圆形夹杂为例,将本文中的数值方法与有限元软件仿真结果进行对比,验证了所

推导的矩形基本单元解及数值算法的正确性。
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