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摘要:针对设计规范中未考虑齿廓参数对复合摆线行星齿轮副应力影响的问题,采用四阶复合

摆线作为内齿廓,基于Lewis定理求解出共轭齿廓,对摆线齿廓进行了修形,最后建立实体模型进

行有限元分析,分析各齿廓参数对摆线齿轮副应力的影响规律。结果表明:复合摆线行星齿轮传动

为多齿啮合传动,在啮合接触的位置呈典型的赫兹接触的应力分布特征,在齿根处有轻微的应力集

中区域,齿轮副的承载能力主要受限于齿面接触疲劳强度;在可能的情况下,应选取较大的模数、较

大的齿高调节系数和较小的齿形调节系数,以提高齿轮副的承载能力。
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Abstract:Therearefewstudiesontheinfluenceoftoothprofileparametersonthestressofcomposite
cycloidplanetarygearpair.Inthisstudy,byusingthefourth-ordercompositecycloidastheinternaltooth
profile,theconjugatetoothprofilewasdesignedbasedonLewistheorem,andthecycloidtoothprofilewas
modified.Finally,thesolidmodelwasestablishedforfiniteelementanalysis,andtheeffectsoftooth
profileparametersonthestressofcompoundcycloidgearwereanalyzed.Theresultsshowthatthe
compoundcycloidalplanetarygeartransmissionisa multi-tooth meshingtransmission.Thestress
distributionisthetypicalHertzcontactatthemeshingcontactposition,andthereisaslightstress
concentrationareaatthetoothroot.Thebearingcapacityofgearpairismainlylimitedbythecontact
fatiguestrengthoftoothsurface.Ifpossible,alargermodulus,alargertoothheightadjustmentcoefficient
andasmallertoothshapeadjustmentcoefficientshouldbeselectedtoimprovethebearingcapacityofthe
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与传统的渐开线齿廓相比,摆线齿廓具有滑动率低、强度高、重合度大等突出优点,然而摆线齿廓由于啮

合角变化大、传递效率低等问题,应用范围受到了很大的限制,主要应用在钟表齿轮、摆线针轮传动、转子泵

等特殊领域[1-4]。近年来,越来越多的专家学者开始研究新型摆线类齿廓。

Pollitt等[5]探讨了几种摆线的生成方法,对摆线的实际应用进行了探索。Lai等[6]以坐标变换、包络理

论和共轭曲面理论为基础,推导出了摆线行星齿轮的啮合方程,还开发了求解网格和共轭曲面方程的程序,
得到了外摆线剖面。Zhu等[7]综合定轴齿轮传动、摆线针轮传动和摆线齿轮传动的优点后,提出了一种新型

摆线针轮传动。贵新成等[8]提出了一种具有高重合度的新型内啮合复合摆线齿轮副,并分析了影响重合度

的相关因素。Han等[9]基于传统摆线的成形原理,提出了一种新的复合摆线,能够比传统摆线更加方便地控

制齿廓形状。石万凯等[10]利用几何形状可调性强的四阶复合摆线作为内齿廓,建立复合摆线齿轮少齿差行

星传动啮合理论,分析其传动特性。刘昶等[11]提出了一种基于渐开线插齿刀具运动控制的复合摆线齿轮加

工方法,解决了新型复合摆线齿轮的加工问题。黄思雨[12]等提出了一种少齿差金属橡胶复合摆线齿轮副,
减少了振动和冲击,提高了传动精度。

与传统摆线相比,复合摆线齿形的几何可控性强,具有很大的应用潜力,但是相关文献[9~12]没有考虑齿

廓参数对复合摆线少齿差行星齿轮副应力影响的问题。基于此,笔者采用几何特性可调性强的四阶复合摆

线作为内齿廓,设计了复合摆线少齿差行星传动的共轭齿廓,并针对加工制造误差进行了修形。最后建立实

体模型进行有限元分析,分析各齿廓参数以及不同工作条件对复合摆线齿轮副应力的影响规律,以期降低齿

轮副应力并提高齿轮寿命。

1 复合摆线行星传动共轭齿廓设计

1.1 复合摆线齿廓成型原理

如图1所示,A0、A1、A2、A3…An 表示连杆转动中心,r0、r1、r2、r3…rn 表示连杆的长度。在开始运动

时,An-1依次位于An 的左端,各连杆运动的方向均为逆时针,转动角速度分别为ω0、ω1、ω2、ω3…ωn。转动

时间t后,各连杆的转角分别为ξ0、ξ1、ξ2、ξ3…ξn,把n+1连杆末端W 的运动轨迹定义为广义的n 阶摆线。

图1 复合摆线原理

Fig.1 Compositecycloidprinciple

文献[9]详细地讨论了各阶复合摆线的优缺点。复合摆线的阶数过高,齿廓曲线的敏感性下降,不能够

保证加工的精度;反之,阶数过小,齿廓的可调性差。综合考虑,四阶复合摆线几何可调性强并且加工的精度

较高。所以本研究中选择四阶复合摆线作为齿廓曲线,建立复合摆线内啮合共轭传动理论,并对齿轮副的力

学性能进行研究。
当n=4,r1=r2=e1,r3=r4=e2,此时摆线的轨迹为四阶复合摆线[9],四阶摆线齿廓的轨迹方程]如下

所示:

x=r0cosξ0-2e1coszξ0( )cosξ0-2e2sin(2zξ0)sinξ0;

y=r0sinξ0-2e1coszξ0( )sinξ0+2e2sin(2zξ0)cosξ0。{ (1)

式中:ξ0 为连杆r0转角,这里为了简化方程,减少参数,将各连杆的转角进行统一,都为ξ0;z 为摆线齿轮的

齿数。
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1.2 复合摆线行星传动共轭理论

图2 Lewis齿轮啮合定理

Fig.2 Lewisgearmeshingtheorem

将四阶复合摆线齿廓方程作为内齿轮(齿轮2)齿廓的方程,再根据齿

轮啮合定理求出与其共轭的外齿轮(齿轮1)的齿廓方程。
如图2所示,根据Lewis定理,共轭齿形在啮合点 M 处的公法线与回

转中心线O1O2相交于瞬时回转中心点 N,点 N 将回转中心线O1O2分为

两段O1N 和O2N,两线段的关系如下:

O2N
O1N =

ω1

ω2
=i。 (2)

  基于Lewis定理的啮合方程为:

XN -x2

Nx2
=
YN -y2

Ny2
。 (3)

式中:x2与y2为齿轮副啮合点的坐标,XN 和YN 为瞬时回转中心N 在齿轮

2的坐标系中的坐标。Nx2=x'2,Ny2=-y'2;其中y'2 为y2对ξ0 的偏导,

x'2 为x2对ξ0 的偏导。
内啮合齿轮副同样符合Lewis定理。如图3所示:O2为已知齿廓的内齿轮的中心,O1为待求的外齿轮

的中心,两齿轮中心到公共瞬时回转中心N 的差值O1O2为齿轮1与齿轮2之间的偏心距e;xfO1yf为齿轮

1的固定坐标系,x1O1y1为其动坐标系;xpO2yp为齿轮2的固定坐标系,x2O2y2为其动坐标系;齿轮1以角

速度ω1绕圆心O1旋转,转过的角度为α;齿轮2以角速度ω2绕圆心O2旋转,转过的角度为β。

图3 内啮合齿轮副运动包络坐标系

Fig.3 Internalenvelopinggearpairmotionenvelopecoordinatesystem

由图3可知,瞬时回转中心N 在坐标系x2O2y2中的坐标为:
XN =-r2sinβ,

YN =r2cosβ。
æ

è
ç (4)

  根据式(3)和(4)可求出ξ0 和β之间的关系:

fξ0,β( ) = XN -x2( ) Ny2- YN -y2( ) Nx2=0。 (5)
  根据各坐标系之间的关系将啮合点在坐标系x2O2y2的坐标(x2,y2)转换得到在坐标系x1O1y1的坐标

(x1,y1),运动坐标系x2O2y2到x1O1y1的坐标变换矩阵为:

M12=
cos(α-β) -sin(α-β) esinα
sin(α-β) cos(α-β) -ecosα

0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

。 (6)

  经过坐标转换得到共轭齿廓的坐标向量:
x1

y1

1
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=M12

x2

y2
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。 (7)
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  共轭齿廓方程即:

x1=x2cos(α-β)-y2sin(α-β)+esinα,

y1=y2cos(α-β)+x2sin(α-β)-ecosα,

α/β=z2/z1,

f(ξ0,β)=(XN -x2)Ny2-(YN -y2)Nx2=0。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(8)

式中:z1 为外齿轮齿数,z2 为内齿轮齿数。

2 复合摆线齿廓修形

由于加工装配误差以及工作时产生的振动和变形等原因,会使齿轮副啮合时产生干涉,因此理论齿廓不

能直接使用,需要对摆线齿廓进行修形。齿廓修形的目的是改善轮齿啮合载荷的分布,可以尽可能地使齿轮

在受载变形后齿面压力分布均匀,同时还起到提高传动精度、增加齿轮强度、减小振动和噪声的作用。
如图4所示,摆线齿廓可能产生的干涉主要有两种:(a)齿顶干涉,若齿轮因加工误差或运行时产生的振

动等原因使齿轮1整体上移,这时在啮合点处的齿就有可能产生干涉;(b)啮合齿廓干涉,若齿轮2因加工误

差导致齿厚增加,就会使齿轮副产生齿廓干涉。

图4 齿轮干涉示意图

Fig.4 Schematicdiagramofgearinterference

2.1 修形方法和修形量确定

对复合摆线齿廓的修形可以参考摆线针轮传动中摆线轮的修形[13]。根据《现代机械设计手册》中所述,
摆线轮合理的修形应当满足:1)能够形成合理的啮合侧隙和径向间隙来补偿实际的加工和安装误差,并且保

证有足够的齿同时啮合;2)齿廓的主要啮合区域应最大限度逼近共轭齿形,使传动平稳;3)工艺简单。摆线

齿轮的修形主要有移距修形法、等距修形法、转角修形法。考虑到上文分析的复合摆线齿廓可能发生的干涉

情况,在这里采用“负移距+转角”的修形方法,减小齿高和齿厚以增加径向间隙和侧隙,避免干涉产生。选

取的复合摆线齿轮副的参数如表1所示。

表1 复合摆线齿轮副的基本参数

Table1 Basicparametersofcompoundcycloidalgearpair

参数 r0/mm 外齿轮齿数z1 内齿轮齿数z2 e1 e2 e/mm

数值 45 44 45 0.6 0.09 1

摆线轮单个齿距偏差Δfpt是指的两个轮齿间在接近齿高中部的一个与摆线轮轴线同轴心的圆上,实际

弧长尺寸与公称弧长尺寸的偏差,而径向跳动Δfrt则指的是摆线轮回转表面在同一横剖面内实际表面上各

点到基准轴线间距离的最大变动量。根据两者定义,转角修形量以单个齿距偏差为参考,而移距修形量则以

径向跳动为参考。根据《JB10419—2016-T摆线针轮行星传动摆线齿轮和针轮精度》[14]提到的不同精度以
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及不同齿数的相关偏差数值进行选取,取齿数按照5级精度在标准中查到的Δfpt和Δfrt如表2所示。

表2 摆线齿轮偏差数值

Table2 Cycloidgeardeviation

齿轮

偏差

单个齿距偏差

Δfpt/μm

齿圈径向跳动

Δfrt/μm

外齿轮 8 16

内齿轮 8 16

2.2 移距及转角修形

摆线齿廓的具体修形方法如下。首先进行移距修形,在摆线齿轮最后进行精加工时采用砂轮磨削的方

法磨削摆线轮齿廓,这时将砂轮向摆线齿轮方向或者向远离摆线齿轮方向移动特定的距离Δ1。如图5所

示,若将摆线齿轮2作为砂轮,齿轮1作为移距修形的齿轮,对齿轮1进行负移距修形就是把齿轮1和齿轮2
的中心距增加Δ1。根据复合摆线齿廓方程,经过移距修形后的坐标转换矩阵为:

M12=

cos(α-β) -sin(α-β) (e+Δ1)sinα1
sin(α-β) cos(α-β) -(e+Δ1)cosα

0 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

。 (9)

图5 磨削加工原理

Fig.5 Schematicdiagramofgrindingprocess

  齿轮1经过移距修形后的齿廓方程为:

x1=x2cos(α-β)-y2sin(α-β)+(e+Δ1)sinα,

y1=y2cos(α-β)+x2sin(α-β)-(e+Δ1)cosα,

α/β=z2/z1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(10)

  取移距修形量Δ1=Δfrt=0.016mm,修形后的齿廓如图6所示。
移距修形可以准确控制齿顶高的修形量,但同时也产生了一定的齿侧间隙,在进行转角修形时要考虑到

这一部分的值。转角修形主要是对砂轮在磨削摆线齿轮时偏转了的微小角度δ进行修形。复合摆线的修形

与针齿摆线的修形区别较大,通过改变复合摆线的齿形调控参数进行控制,可以达到针齿摆线转角修形的效

果。如图6所示,单边侧隙量达到了0.008mm,而标准中查取的单个齿距偏差Δfpt为0.008mm,转化为单

边侧隙量0.004mm,因此转角修形需要将齿厚增大以减小摆线齿轮的侧隙。转角修形的齿廓方程如下:

x2=r0cosξ0-(e1-Δ2)cos(z2-1)ξ0-(e1+Δ2)cos(z2+1)ξ0-e2cos(2z2-1)ξ0+e2cos(2z2+1)ξ0,

y2=r0sinξ0+(e1-Δ2)sin(z2-1)ξ0-(e1+Δ2)sin(z2+1)ξ0+e2sin(2z2-1)ξ0+e2sin(2z2+1)ξ0;{
(11)
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图6 摆线齿廓移距修形

Fig.6 Cycloidtoothprofiledisplacementmodification

x1=x2cos(α-β)-y2sin(α-β)+esinα,

y1=y2cos(α-β)+x2sin(α-β)-ecosα,

α/β=z2/z1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(12)

  将式(11)中的x2和y2代入式(12),得到转角修形后的摆线齿廓。经过多次尝试,转角修形齿廓侧隙变

量和转角修形量Δ2之间存在2倍关系,当转角修形量Δ2取0.002mm时,齿廓侧隙变量为0.004mm。修形

后的齿廓曲线如下图7所示。

图7 摆线齿廓转角修形

Fig.7 Cycloidtoothprofilecornermodification

如图7所示,通过改变齿形调控参数对摆线齿轮进行转角修形,摆线齿廓单边侧隙量增加了0.004mm,
实现了精准的摆线齿廓侧隙调控。

综合以上两种修形方法,得到最终的齿廓方程为:

x2=r0cosξ0-(e1-Δ2)cosz2-1( )ξ0- e1+Δ2( )cosz2+1( )ξ0-e2cos2z2-1( )ξ0+e2cos2z2+1( )ξ0,

y2=r0sinξ0+(e1-Δ2)sinz2-1( )ξ0- e1+Δ2( )sinz2+1( )ξ0+e2sin2z2-1( )ξ0+e2sin2z2+1( )ξ0;{
(13)

x1=x2cos(α-β)-y2sin(α-β)+(e+Δ1)sinα,

y1=y2cos(α-β)+x2sin(α-β)-(e+Δ1)cosα,

α/β=z2/z1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(14)
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  经过“转角+移距”修形后的齿廓曲线如图8所示。

图8 摆线齿廓转角+移距修形

Fig.8 Modificationofrotationangleanddisplacementofcycloidtoothprofile

3 复合摆线行星齿轮副有限元分析

3.1 仿真实体建模

将上文得到的齿廓数据导入到三维建模软件SolidWorks中进行实体建模,齿宽设置为5mm,建立的复

合摆线齿轮副如图9所示。
为了减少网格的数量以提高计算效率,需要对实体模型进行简化。如图10所示,截取了啮合处附近的

轮齿,将网格划分为四面体单元,全局网格尺寸为1mm,齿面网格尺寸为0.1mm。内齿轮和外齿轮的材料

均设置为40CrMo,材料属性如表3所示。

  

图9 复合摆线齿轮副示意图

Fig.9 Schematicdiagramofcompositecycloidgearpair

     

图10 简化后的齿轮副有限元模型

Fig.10 Simplifiedfiniteelementmodelofgearpair

表3 齿轮材料属性

Table3 Gearmaterialproperties

材料 杨氏模量/MPa 泊松比
许用弯曲

应力/MPa

许用接触

应力/MPa

42CrMo 206000 0.29 558 745

如图11所示,考虑到行星传动的特点[15],将内齿轮的外圈固定,外齿轮的内圈施加铰链约束并添加扭

矩,扭矩大小为200N·m;两齿面之间设置为无摩擦接触。
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图11 边界条件的设定

Fig.11 Settingofboundaryconditions

3.2 应力分析

图12为齿轮副的等效应力云图,可见复合摆线行星齿轮传动为多齿啮合传动,在啮合接触位置应力值

最大,为399.2MPa,且在啮合接触位置呈现典型的赫兹接触的应力分布特征,应力分布呈环形不断扩散;在
齿根处有轻微的应力集中区域,而齿顶部分应力很小。图13为齿轮副受拉侧的齿根弯曲应力云图,由于轮

齿的疲劳折断通常发生在受拉侧,所以将受拉侧的弯曲应力作为齿轮的齿根弯曲应力。从云图中可以看出,
内、外齿轮的齿根弯曲应力分别为282.1MPa和295.6MPa,内齿轮的齿根弯曲应力比外齿轮的略小。图14
为齿轮副的接触应力云图,最大接触应力为491.8MPa。

图12 摆线齿轮副等效应力云图

Fig.12 Equivalentstressnephogramofcycloidgearpair
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图13 摆线齿轮副齿根弯曲应力云图

Fig.13 Toothrootbendingstressnephogramofcycloidalgearpair

图14 摆线齿轮副接触应力云图

Fig.14 Contactstressnephogramofcycloidalgearpair

4 基于有限元法的复合摆线行星齿轮副应力规律分析

根据式(1)~(8)可知,影响复合摆线齿轮齿廓的参数有半径r0、齿数z1和z2、连杆长度e1、e2。为了使

参数不失一般性,这里引入模数m,令:
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r0=mz,

e1=mh1,

e2=f1e1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(15)

如图15(a)所示,f1的取值为0.2,h1的取值分别是0.20,0.25,0.30,0.35,0.40,随着h1增大,摆线齿廓逐渐增

高,定义h1为摆线齿廓的齿高调节系数。同时,随着齿高调控系数增大,分度圆和齿顶圆之间的齿厚增加,而
分度圆与齿根圆之间的齿厚减小;如图15(b)所示,h1的取值为0.30,f1的取值分别是0.10,0.15,0.20,0.25,

0.30,随着f1增加,摆线齿廓的齿形发生变化,分度圆和齿顶圆之间的齿厚增加,而分度圆与齿根圆之间的齿

厚减小,定义f1为齿形调节系数。

图15 齿廓参数对复合摆线齿形的影响

Fig.15 Influenceoftoothprofileparametersontheprofileofcompositecycloid

由于齿数由减速比决定,所以应选取模数m,齿高调节系数h1以及齿形调节系数f1作为变量去优化复

合摆线齿廓的力学性能。

4.1 模数对齿轮副应力的影响规律分析

为了研究模数对齿轮副应力的影响,取模数m 分别为1.0,1.5,2.0,2.5mm,齿轮副的其他结构参数和作

用载荷见表4。

表4 齿轮参数和作用载荷

Table4 Gearparametersandload

内齿齿数 外齿齿数 齿高调节系数h1 齿形调节系数f1 中心距e/mm 作用载荷/(N·m)

45 44 0.30 0.15 0.5m 50

经仿真计算,得到不同模数下齿轮副的应力变化曲线如图16~17所示。
可见,随着模数增大,两齿轮齿根弯曲应力以及齿面接触应力显著减小,因此,在可能的情况下,可以取

较大的模数以提高齿轮副的承载能力;当模数为1.0mm时,根据表3数据可知,此时齿轮副的接触应力已经

超过许用接触应力,而齿根弯曲应力只达到许用弯曲应力的一半,所以,齿轮副的承载能力主要受限于齿面

接触疲劳强度。
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图16 不同模数齿轮的齿根弯曲应力

Fig.16 Toothrootbendingstressofgearswith

differentmodules

 

图17 不同模数齿轮副的接触应力

Fig.17 Contactstressofgearpairswithdifferentmodules

4.2 齿高调节系数对齿轮副应力的影响规律分析

为了研究齿高调节系数对齿轮副应力的影响,取齿高调节系数h1分别为0.20、0.25、0.30、0.35、0.40,齿
轮副的其他结构参数和作用载荷见表5。

表5 不同齿高调节系数的齿轮参数和作用载荷

Table5 Gearparametersandloadofdifferenttoothheightadjustmentcoefficients

内齿齿数 外齿齿数 模数m/mm 齿形调节系数f1 中心距e/mm 作用载荷/(N·m)

45 44 2.0 0.15 1 50

经仿真计算,得到不同齿高调节系数下齿轮副的应力变化曲线如图18、19所示。

图18 不同齿高调节系数下齿轮的齿根弯曲应力

Fig.18 Toothrootbendingstressofgearswithdifferenttoothheightadjustmentcoefficients

可见,随着齿高调节系数增大,两齿轮齿根弯曲应力增大,齿面接触应力减小。对承载能力起决定性作

用的是齿面接触强度,因此在其他条件满足时,选择较大的齿高调节系数可以提高齿轮副的承载能力。
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图19 不同齿高调节系数下齿轮副的接触应力

Fig.19 Contactstressofgearpairswithdifferenttoothheightadjustmentcoefficients

4.3 齿形调节系数对齿轮副应力的影响规律分析

为了研究齿形调节系数对齿轮副应力的影响,取齿形调节系数f1分别为0.100、0.125、0.150、0.175、

0.200,齿轮副的其他结构参数和作用载荷见表6。

表6 不同齿形调节系数的齿轮参数和作用载荷

Table6 Gearparametersandloadofdifferenttoothprofileadjustmentcoefficients

内齿齿数 外齿齿数 模数m/mm 齿高调节系数 中心距e/mm 作用载荷/(N·m)

45 44 2.0 h1=0.15 1 50

经仿真计算,得到不同齿形调节系数下齿轮副的应力变化曲线如图20、21所示。

图20 不同齿形调节系数下齿轮的齿根弯曲应力

Fig.20 Toothrootbendingstressofgearswithdifferenttoothprofileadjustmentcoefficients
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图21 不同齿形调节系数下齿轮副的接触应力

Fig.21 Contactstressofgearpairswithdifferenttoothprofileadjustmentcoefficients

  可见,随着齿形调节系数的增大,齿轮齿根弯曲应力和齿面接触应力都有所增大,不过,这种影响很小,
即减小齿形调节系数对齿轮副承载能力的提高作用有限。

5 结 语

1)复合摆线行星齿轮传动为多齿啮合传动,在啮合接触的位置应力最大,且呈现典型的赫兹接触的应力

分布特征,应力分布呈环形不断扩散,在齿根有轻微的应力集中区域,且内齿轮的齿根弯曲应力比外齿轮的

略小。

2)移距修形可以准确控制齿顶高的修形量,但同时也产生了一定的齿侧间隙,而转角修形的齿廓侧隙的

值和转角修形量Δ2之间存在2倍关系,通过转角修形可以精确地调整侧隙。因此,通过移距修形和转角的

组合修形方法能够得到期望的顶隙和侧隙,且修形后的齿廓主要啮合区域比较接近共轭齿形。

3)影响复合摆线齿轮齿廓的参数有模数m、齿数z1和z2、齿高调节系数h1和齿形调节系数f1。由于齿

数是由传动比决定的,因此在摆线齿廓设计时,应重点关注模数m、齿高调节系数h1、齿形调节系数f1。

4)摆线齿轮副的承载能力主要受限于齿面接触疲劳强度,且受模数影响最大,受齿高调节系数影响次

之,而受齿形调节系数影响最小。在可能的情况下,应选取较大的模数、较大的齿高调节系数和较小的齿形

调节系数,以提高齿轮副的承载能力。
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