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协方差测距算法在多维聚类分析中的优化研究

刘 云，张 轶，郑文凤
（昆明理工大学  信息工程与自动化学院 ,昆明 650500）

摘要：为了在多维聚类分析中运用有效距离度量方法表征数据对象的邻近度 ,提出一种协方差

测距（covariance distance measure analysis ,CDM）算法 ,首先 ,采用模糊 C 均值 (fuzzy c-means ,FCM)

方法对数据对象赋予权值 ,得到每个样本点相对类别特征的隶属度 ,再依据隶属度计算每个样本的

差异度；其次 ,为了使类别分离最大化 ,用样本点同关联类别的协方差距离度量代替模糊聚类中欧式

距离度量作为优化问题的第一个标准 ,使相似数据对象更为接近；最后 ,用样本点间的协方差距离度

量作为第二个优化标准 ,使相异数据相互隔开 ,交替固定变量迭代计算最优解 ,使聚类指标和距离度

量学习参数同时得到优化 ,获得更好的聚类结果。在不同数据集上的实验结果表明 ,与 FCM-Sig 和

UNCA 算法相比 ,CDM 算法在聚类准确性和算法收敛性方面均有更好表现。
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Abstract: In order to use effective distance measurement methods to characterize the proximity of data objects in 

multi-dimensional clustering analysis, a covariance distance measurement (CDM) algorithm is proposed. First, 

fuzzy C-means (FCM) is used to assign weights to the data objects, so that the membership degree of each sample 

point relative to the category feature is obtained. Based on the membership degree, the difference degree of each 

sample is calculated. Then, as the first optimization criterion, the variance distance measure is used to replace the 

Euclidean distance measure in fuzzy clustering to make similar data objects closer. Finally, the covariance distance 

measure between the sample points is used as the second optimization criterion to make the different data objects 

separate from each other. The optimal solution is calculated iteratively with alternate fixed variables, so that the 

clustering index and distance measurement learning parameters are optimized at the same time, and better 

clustering results are obtained. Experimental results on different data sets show that compared with FCM-Sig and 

UNCA algorithms, CDM algorithm has better performance in clustering accuracy and algorithm convergence.
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距离度量学习作为一种有效表征数据结构的方法被广泛应用于聚类分析 ,通过学习的距离度量构建学

习模型。基于带标签实例的可用性存在有监督和无监督的距离度量学习算法 ,有监督距离度量学习需要带

标签的训练数据集。而在实际应用中 ,由于缺少类别标签信息 ,无监督距离度量学习对于先验信息有限的问

题更为重要  [1⁃2]。

针对无监督距离度量学习在多维聚类分析中的研究取得很多成果 ,传统算法仅在聚类前将距离度量用

作单独的数据预处理步骤。文献 [3]提出一种新距离度量模糊 C 均值（new distance metric for fuzzy c-means, 

FCM-Sig）算法 ,通过新的距离度量标准结合群集中的距离变化以规范数据点和群集中心的距离。将其应用

于常规模糊 C 均值（fuzzy c-means ,FCM）聚类和高维特征空间的内核模糊 C 均值（kernel fuzzy c-means, 

KFCM）聚类 ,子空间选择和聚类之间的固有分隔可能会影响聚类的可分离性。另一种方法将距离度量学习

和聚类结合到联合框架中 ,文献[4]提出无监督邻域成分分析（unsupervised neighborhood component analysis ，

UNCA）算法 ,通过最大化未标记数据的遗忘 K 近邻（k-nearest neighbor，KNN）随机变量同时运用距离度量学

习和聚类 ,而未很好考虑数据间的固有关联信息。

为了选取更有效的距离度量方法提高聚类质量 ,提出一种协方差测距算法 (covariance distance measure 

analysis, CDM) 。首先 ,采用模糊 C 均值 [5]聚类对数据对象赋予权值 ,得到类别特征的隶属度计算出每个样本

的差异度；其次 ,依据样本点与类别特征的协方差距离代替模糊聚类中的欧式距离 ,作为优化问题的第一标准

使相似样本之间距离最小；最后 ,将样本点间的协方差距离 [6]作为约束条件得到第二个标准隔离不相似样本 ,

计算优化问题最优解。仿真结果表明 ,对比 FCM-Sig 和 UNCA 算法 ,CDM 算法在聚类精度和算法收敛性方面

均有提升。

1　距离度量模型

聚类分析的研究重点是采用有效的距离度量方法分析数据对象之间的离散性或相异性信息 ,用于数据

分类。

1.1　欧式距离的模糊聚类模型

模糊 C 均值(FCM)是一种模糊聚类算法 ,其中每个数据点都具有多个类别属性。假设 X 是输入数据 , C =

{cl| cl ∈ Rp }k

l = 1
和 Q={q il| q il ∈ R }分别为集群中心的位置和模糊隶属度矩阵 , k 为聚类数 ,其中每个 q il 是 x i 在集群

l中的隶属度  。FCM 的目标函数定义为

min imize
Q,C
∑
i = 1

n

∑
l = 1

k

qu
il x i - cl

2
subject to:

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0 <∑
i = 1

n

q il < n∀l

∑
l = 1

k

q il = 1∀i

 ， (1)

u 是模糊程度 ,  x i - cj

2

为欧氏距离 [7] ,表征数据点之间的离散程度。公式(1)是具有双凸目标函数的非凸

优化问题 ,该问题可通过交替优化方案的方式解决。固定 C时 ,其相对于 Q凸 ,固定 Q时 ,其相对于 C凸。首先

认为 C是固定的 ,在另一个参数上优化问题 ,然后对 Q重复此过程直到实现收敛 ,更新公式为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

q il ′= 1 ∑
l = 1

k ( ) x i - cl ′
2  x i - cl

2
1 ( )u - 1

cl =∑
i = 1

n

qu
il xi ∑

i = 1

n

qu
il

 ， (2)

FCM 的时间复杂度为 O (Γnpk 2),Γ是迭代次数。
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1.2　分类距离度量模型

聚类分析模型使用的所有数值和分类距离度量表示为

dpp ( x i ,x j) =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úd pp ( )x i.1 ,x j.1 ,...,d pp ( )x i.r ,x j.r

d pp ( )x i,r + 1 ,x j,r + 1 ,...,d pp ( )x i,r + s ,x j,r + s

T

 ，

其中：x i 和 x j 是 2 个数据点之间的点对点距离矢量；r和 s分别是类别和数值属性的数量。

对于 f ∈{1,..,r},d pp
ORLP 和 d pp

FSK 分别称为重叠距离与 ESK 距离 [8],定义如下

d pp
ORLP ( x i,f , x j,f) =

ì
í
î

0, if x i,f = x j,f ,

1, if x i,f ≠ x j,f。 (3)

d pp
ESK ( x i,f ,x j,f) =

ì
í
î

ïï

ïï

0, if x i,f = x j,f ,

1 - mf 2 ( )mf 2 + 2 , if x i,f ≠ x j,f。 (4)

mf 是第 f个属性采用不同值的数值属性 ,任何数值属性 f ∈{r + 1,..,r + s}的距离定义为

d pp ( x i,f ,x j,f) = x i,f - x j,f. ， (5)

每个关联点 x i ∈ X 到集群 cl ∈ C 的距离表示为

dpc( x i ,x j) =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úd pc( )xi.1 ,cl.1 ,...,d pc( )x i.r ,cl.r

d pc( )xi,r + 1 ,cl ,r + 1 ,...,d pc( )x i,r + s ,cl,r + s

T

 ，

相对 f ∈{1,..,r},除重叠距离和 ESK 距离外 ,另一种距离度量计算为

d pc
Cheung ( x i,f ,cl,f) = 1 - δAf = x i,f( )cl,f δAf ≠ null( )cl,f ， (6)

由 δAf = xi,j(cl,f)计算集群中 l的数据点数 ,其中属性 Af 的值为 x i,j,与 δAf ≠ null(cl,f)的含义相同 ,但属性 Af 不为 null。

此度量只能选取点到集群的距离 ,而不能为点到点的距离。因此 ,分别定义了 2 个不同的向量 dpc 和 dpp,数值属

性的距离度量记为

dpc( x i,f ,cl,f) = x i,f - cl,f∀f ∈{r + 1,..,r + s}。 (7)

1.3　马氏距离(协方差测距)模型

针对多维特征空间的聚类分析 ,数据属性间的关联关系需要采用有效的距离度量方法来表征。假设 X =

{xi| xi ∈ RP }n

i = 1
是输入数据 ,其中：xi ∈ RP 是第 i 个的数据点；p 为属性数；n 是数据点的数量。S 和 D 分别代表相

似和不相似的集合记为

S ={( x i ,x j) | x i ,x j belong to the same class }， (8)

D ={( x i ,x j) | x i ,x j belong to the different classes }。 (9)

距离度量的最大化可分离性定义假设 x i 和 x j 属于 S,则它们应彼此靠近 ,属于 D 则它们应彼此分开。在线

性方法中 ,通过学习线性变换并将数据投影到新空间中 L:x i← x j。投影空间中的马氏距离(协方差测距)记为

dM ( )x i ,x j = L ( )x i - x j

2

2
=

( )x i - x j

T

LT L ( )x i - x j =

( )x i - x j

T

M ( )x i - x j ,

 (10)

dM ( x i ,x j)为马氏距离 ,其本质是协方差测距 [6]，M 是一个半正定矩阵 ,去掉协方差矩阵 ,马氏距离就退化为

欧式距离。对比欧式距离 ,马氏距离（协方差测距）是一种表征属性之间关联性且尺度无关的无监督度量学

习方法 ,如图 1 所示。
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观察图 1 中 2 个绿色点以及中间绿色点到蓝色点的距离。如果不考虑数据分布 , 则蓝色距离更近 ,这就

是欧式距离度量。但实际需要考虑数据分布的影响 ,数据样本呈椭圆形分布 ,蓝色点在椭圆外 ,绿色在椭圆内 ,

因此 2 个绿色点更为接近。马氏距离 (协方差测距)度量可以有效的表征数据对象之间的邻近度 [9],而欧式距

离度量得到的是数据之间的离散度 ,不利于对多维数据之间的关联性进行分析。

2　CDM 算法

2.1　协方差测距的模糊聚类算法

运用协方差测距 ,模糊聚类算法获得相似集合 S 和不相似集合 D 的估计值。相同聚类的数据属于 S,不同

聚类数据属于 D。X ={x i| x i ∈ RP }n

i = 1
是输入数据的集合 , (L:x i← Lx j)为 L的线性变换。

传统的 FCM 没有清晰地定义数据的邻近度 ,而是提供了模糊形式。Q ={q il| q il ∈ R }是模糊隶属度矩阵 , 

C ={cl| cl ∈ RP }k

l = 1
是集群中心。 d͂ ij ∈ R 是数据点 i和 j的差异度 ,通过模糊隶属度值计算为

d͂ ij = 1 - q iqT
j ( ) q i

2
× q j

2
， (11)

其中：q i 和 q j 是矩阵 Q 的第 i行和第 j行 ,基于第 i个数据点和第 j个数据点之间的相似度 A,由隶属度是否相似

来定量估计。如果数据属于不同的集群 ,则所有群集 (q i 和 q j)的值不同。q i 和 q j 的关联条目对 (q il 和 q jl)不同 ,

至少一个接近于零。因此 ,它们的差异度 d͂ ij 接近于 1。

为了使类分离最大化 ,运用协方差测距代替欧式距离改进模糊聚类的优化问题 [10]。该期望度量的一个标

准是所有相似数据点之间距离最小。在同一群集 S 中的所有数据(即群集 l中的 x i 和 x j)都被视为配对 ,以群集

中心 cl 的方向进行迁移。由于 S 是一个模糊的相似集 ,该约束应与赋予群集 l中 x i 的隶属度 q il 成比例满足。

为了实现这一目标 ,用协方差测距(10)代替 FCM 目标函数(1)中的欧氏距离。第一个标准被表示为损失函数 ,

表示为

min imize
Q,C,M

∑
i = 1

n

∑
l = 1

k

qu
il dpc( )x i ,c l

T
Mdpc( x i ,c l) 。 (12)

第二个标准通过添加约束条件使 D 中不相似的数据点相互隔开

dpp ( x i ,x j) T

Mdpp ( x i ,cl) ≥ ε∀x i ,x j ∈D 。 (13)

ε是一个大于零的常数 ,因 D 是模糊的不相似关系 ,所以这个新添加的约束必须与 d͂ ij 成比例地满足。引入

与此约束相关的松弛变量 ζ ij ≥ 0 来衡量其违反量。第二个标准由所有 ζ ij 的总和定义 ,其中每个 ζ ij 乘以 d͂ ij,问题

的解决方法如式(14)。

图 1　欧式距离与马氏距离度量

Fig. 1　　Euclidean distance and Mahalanobis distance
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min imize
Q,C,M,ζ

( )1 - α ∑
i = 1

n

∑
l = 1

k

qu
il dpc( )x i ,c l

T
Mdpc( )x i ,c l +

 α∑
i = 1

n

∑
j = 1

n

d͂ ijζ ij subject to:

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

dpp ( )x i ,x j

T

Mdpp ( )xi ,xj ≥ ε - ζ ij ,∀i,j ∈{ }1,..,n ，

ζ ij ≥ 0,

M ≥ 0,

0 <∑
i = 1

n

q il < n,∀l ∈{ }1,...,k ,

∑
l = 1

k

q il = 1 , ∀i ∈{ }1,...,n ,

(14)

式(14)中：α是 2 个项之间的折衷参数 ,是大于零的常数； M 是半正定矩阵且M ≥ 0。优化问题中 ,如果 d͂ ij = 0,则

对应项为 0。另一方面 ,如果 d͂ ij = 1,ζ ij 的值是对第二项的贡献。

FCM 的运用与 K 均值(k-means)不同 , K 均值方法提供了清晰的标签信息 ,通过学习聚类指标来调整转换

矩阵以适应聚类指标。在第二次迭代中 ,新的聚类指标将保持与前次相同 ,因此该方法存在局部优化 ,无法在

更新迭代中学习新的转换矩阵 ,造成快速收敛到局部最优的问题 [11]。FCM 中数据点并不完全相似或相异 ,根

据模糊隶属度值 q il 和差异度 d͂ ij 得到目标函数(14)中 2 个准则的满意程度 ,避免了收敛到局部最优 [12]。

2.2　CDM 算法实现

CDM 算法优化公式(14)不是凸面的 ,这使得寻找最优解变得困难。通过固定某一变量 ,则它在每个变量

中都是凸的 ,可以迭代计算最优解 [13]。

1）固定 M,ζ,Q并更新 C

当固定除 C外的所有参数时 ,目标函数 (14)的第二项将变为常数 ,对参数 C没有任何约束。对于数值属

性 ,可以通过式(2)计算更新每个聚类中心与原始聚类中心。为了更新分类属性的聚类中心 c l,采用

定理 1 模糊 k 模式更新方法 [14]:由分类属性 A 1 ,A 2 ,...,Ar 和 Domain ( Af) ={a( 1 )
f ,a( 2 )

f ,...,a( nf )
f }定义分类对象 X c =

{xc
i }

n

i = 1
,nf 是属性 Af 由 1 ≤ f ≤ r 的类别数。聚类中心 c l 由 1 ≤ l ≤ k 的 [ cl,1 ,cl,2 ,...,cl,r ]表示 ,当 cl,f = a( t ′)

f ∈Domain ( Af)
时 ,最小值为∑i = 1

n ∑l = 1

k qu
il dpc( x i ,c l) T

dpc( x i ,c l),记为

 ∑
i = 1,xi ,f = a( )t ′

f

n

qu
il ≥ ∑

i = 1,xi ,f = a( )t
f

n

，      qu
il ,1 ≤ t ≤ nf，[ 1 ≤ f ≤ r ]。 (15)

根据该定理 ,分类属性的聚类中心 cl 中每个属性类别均由所求总和最大的类别给出 ,从而对所有类别进

行聚类。

2）固定 M,ζ,C 并更新 Q

当除 Q以外的参数固定 ,可以获得问题(14)的最佳 Q。在这种情况下 ,目标函数(14)的第二项变为常数 ,Q

的最值优通过对优化问题(14)中第一项求导得出。每个 q i,l ′的最优值定义为

q il ′= 1 ∑
l = 1

k ( )dpc( )x i ,cl ′

T
Mdpc( )x i ,cl ′

dpc( )x i ,cl

T
Mdpc( )x i ,cl

1

u - 1

 。 (16)

目标函数(14)的第二项中 di,j 的定义取决于 qil ′,参数在上一次迭代设置 ,在此步骤中值视为常数。

3）固定 Q,C并更新 M,ζ

当固定集群成员矩阵 Q 和集群中心矩阵 C,通过解决以下优化问题来计算最佳 M 和 ζ

min imize
C,M

( )1 - α ∑
i = 1

n

∑
l = 1

k

qu
il dpc( )x i ,cl

T
Mdpc( )x i ,cl
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+α∑
i = 1

n

∑
j = 1

n

d͂ ijζ ij subject to: (17)

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

dpp ( )x i ,x j

T

Mdpp ( )x i ,x j ≥ ε - ζ ij ,∀i,j ∈{ }1,..,n ，

ζ ij ≥ 0,

M ≥ 0。
优化公式定义新的松弛变量 ζ͂ i,j 将线性不等式约束转换为线性等式约束 ,该优化公式为半正定规划问题

(SDP) [15],可通过现有的在线程序包求解。

2.3　CDM 算法分析

基于以上分析 ,迭代算法解决优化问题 (14)的伪代码如下所示。在此方法的每个步骤中 ,所有变量均根

据其相应公式进行更新。此过程迭代进行 ,直到变量收敛为止。

CDM 算法代码如下

输入：混合数据 X,α,ε。

输出：Q,C,M,ζ。

Step1:每个 q il 和 ζ ij 初始化 Q,C,ζ,满足(14)中的约束 2,4 和 5,

Step2:设置M← I.由式(13)计算 d͂ ij ,∀i,j ⋅,
Step3:迭代：

1)固定M,ζ,Q,d͂ ij 由式(6)更新 C,

2)固定M,ζ,C,d͂ ij 由式(16)更新 Q,然后由(11)设置 d͂ ij ,∀i,j,

3)固定 Q,C,d͂ ij 根据优化目标函数(17)来更新M,ζ,

4)首先 ,使用 M 的 Cholesky 分解 ,当M = LT L时设置 L，接着 ,通过 dpp ( x i ,x j)← Ldpp ( x i ,x j)来更新 dpp ( x i ,x j)。
dpc( x i ,c l)由 dpc( x i ,c l)← Ldpc( x i ,c l)更新 ,

5) M← I。

Step4:直到收敛。

在步骤 4)中 ,定义了额外变量 L来计算新的点对点和点对集群的距离矢量。在每次迭代中学习到新的 M

之后 ,将更新这些距离向量 ,并在这些新向量的基础上继续执行该过程。

3　仿真分析

3.1　仿真环境和方法

为了验证所提出的算法 ,多维聚类分析常选用 UCI machine learning repositor 中的 Iris,Wine 和 Breast 

Tissue3 个数据集作为基准 [16],另选用真实数据集 Mechanical Analysis 评估 CDM 算法解决实际问题的能力。

Mechanical Analysis是一个多变量工业数据集 ,任务是基于机械组件的属性信息 ,预测机电设备的故障诊断情

况 [17⁃19]。表 1 为仿真数据集信息 ,实验使用 SDP 在线程序包进行 ,SDP 为求解半正定规划问题的 MATLAB 程序

包。运行环境为 Windows10 ,2.6GHzCPU,8 G 内存。

仿真实验将每个数据点的预测标记与其真实标记进行比较来评估聚类结果的准确性。“聚类精度”和“标

准化互信息(NMI)”被用作比较不同算法的 2 个仿真指标 [4]。

表 1　数据集信息

Tab. 1　　Data set information

数据集

Breast Tissue

Wine

Iris

Mechanical Analysis

实例数

106

178

150

209

属性数

9

13

4

8

类别数

6

3

3

19
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“聚类精度”通过对正确分配的数据点总数进行计数 ,并除以所有数据的数量来计算分配的准确性

Accuracy = ( )∑
i = 1

n

δ ( )yi ,map ( )xi n × 100 , (18)

其中：n 是数据点的数量；yi 是正确的标签；map 是一个函数；当 s = t将标签分配给 xi 其群集和增量功能的多数

标签 δ ( s,t) = 1,否则为 0。

NMI的计算如下

NMI (Y,I ) =

200 ×

∑yi ∈ Y,clustj ∈ I
p ( )yi ,clust j · log

p ( )yi ,clust j

p ( )yi p ( )clust j

H ( )Y + H ( )I
，

 (19)

其中其中：：Y 和 I 是真实标签和聚类指标的集合；P ( yi)和 p (clust j),p ( yi ,clust j)分别是概率随机分布在 yi,clust j 类和

yi 与 clust j 交集之间的概率；函数 H (Y )和 H ( I )分别是 Y 和 I的熵。

3.2　聚类数量对聚类精度的影响分析

为了研究聚类数对聚类结果的影响 ,在 Breast Tissue(BT)，Wine 和 Mechanical Analysis 数据集中评估

CDM 算法与 FCM-Sig 和 UNCA 算法准确性结果。聚类数设置为与类数相等 ,并累加到类数的四倍 ,仿真结果

如图 2 所示。

图 2 显示了算法在 3 个数据集中的性能 ,3 种算法的聚类精度都随聚类数的增加逐渐提高。BT 数据集中

CDM 算法的聚类精度明显优于对比算法。葡萄酒数据集中 CDM 算法的聚类精度保持在 80% 上下波动对比

FCM-Sig 和 UNCA 算法，能够保持平稳高精度的聚类性能。在机械分析数据集下 ,因多维数据的复杂分布使

聚类精度有所降低 ,但 CDM 仍能保持更高的聚类精度 ,FCM-Sig 次之 ,UNCA 最低。

3.3　迭代次数对算法准确性和收敛性分析

为了进一步评估 CDM 算法的聚类性能 ,将目标函数 ,NMI和聚类精度作为迭代函数 ,在 3 个数据集中进行

仿真分析如图 3 所示。

图 2　聚类数对聚类精度影响分析

Fig. 2　　Variation of clustering accuracy with the number of clusters
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图 3 显示了 CDM 算法在不同数据集中的性能 ,仿真每次迭代都对应着参数 Q,C,M 的更新。在 3 个数据

集实验中 ,随着迭代次数的增加 ,总的趋势是 CDM 算法的目标函数值逐渐降低 ,而聚类精度和 NMI 值逐步提

高。在机械分析数据集下目标函数值在迭代过程中有提升 ,这是由于为了更新 Q,公式(14)中第二项约束被忽

略 ,随着 Q 的迭代更新目标函数在收敛过程中有所起伏，但最后仍能达到收敛。结合 3 次仿真 ,针对不同的数

据集 ,CDM 算法均能在有效提升 NMI与聚类精度的同时保证算法的收敛性。

4　结  论

为了在聚类分析中选取有效的距离度量表征数据间的关联信息 ,提出了一种协方差测距算法 (CDM)。

首先 ,由模糊 C 均值聚类得到数据类别特征的隶属度 ,并计算出每个样本的差异度；其次 ,采用协方差测距代

替模糊聚类中的欧式距离作为第一个优化标准使相似样本之间距离最小；最后 ,将样本点间的协方差测距作

为第二个优化标准使不相似样本距离最大 ,交替固定变量迭代计算最优解。仿真结果表明 ,对比 FCM-Sig 和

UNCA 算法 ,CDM 算法在聚类精确性和算法收敛性方面均有提升。下一步 ,面对更为复杂的数据结构和分析

需求 ,将研究更有效的距离度量方法。
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