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三分点阻尼弦的本征解及其性质

郑 罡，廖 伟，王梦丽，张晓东
（重庆交通大学  省部共建山区桥梁及隧道工程国家重点实验室，重庆  400074）

摘要：化简三分点阻尼弦的频率方程，求得其闭合解，分大阻尼、适中阻尼、小阻尼等 3 种情况

讨论解的性质。结果表明 ,与中点阻尼弦相比，三分点阻尼弦具有 3 个新特性：1）在本征解与阻尼的

函数关系上，前者有且仅有 1 个突变点，而后者有 2 个突变点；2） 在阻尼-频率关系上，前者的频率

在各阻尼区间内均不受阻尼值影响，而后者的频率则在小阻尼情况下依赖阻尼；3）对于任意给定阻

尼，前者本征解在各阻尼区间内仅 1 个衰减率，而后者除小阻尼以外，均有 2 个衰减率。上述性质表

明，两者的动力学特性在质上（而不仅是量上）存在差异，考虑到两者仅在阻尼位置上有所不同，这

一点应予特别留意。
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The eigen solution and properties of a taut string with 
concentrated damping at one-third-span
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Abstract: A frequency equation of the damping string is simplified in which the damping is located at one third of 

the string length, and its analytical solution is obtained. The properties of the solution are discussed in three cases: 

large damping, moderate damping and small damping. The results show that, compared with the taut strings with 

damping which is located at half of the string length, the taut strings with damping which is located at one third of 

the string length has three new characteristics: 1) In the functional relationship between the eigenvalues and 

damping, the former has and only has one mutation point, while the latter has two; 2) In the damping - frequency 

relationship, the frequency of the former is not affected by the damping value in each damping interval, while the 

frequency of the latter is related to the damping; 3) For any given damping, the former eigen solution has only one 

attenuation rate in each damping interval, and the latter has two attenuation rates except for small damping. The 

above properties show that the dynamic characteristics of the two are different in essence (not only in quantity). 

Considering that they differ only in damping position, this should be paid special attention to.
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在各种激励下，拉索由于其内阻尼过小易产生大幅振动。因此，桥梁和空间结构工程中常用阻尼器对拉

索进行减振 [1⁃3]。为分析拉索-阻尼系统的动力特性，将其简化为带有集中阻尼的张紧弦 [4⁃5]（简称阻尼弦），并

通过数值手段求取近似解，讨论其动力特性。在处理工程问题时，此做法取得了显著成效 [6⁃9]。但对于拉索-

阻尼系统的研究，除采用数值方法外，应考虑解析的求解路径，揭示其一般性质。

阻尼弦的解析求解问题一直受到学界的关注。针对阻尼靠近弦端时的本征问题，得到了弦端小曲率假

设（近似）条件下的解析解［10］。文献[11]利用狄拉克函数，实现了对阻尼弦动力学方程的全区段列式，用数值

方法导出频率方程，并求得数值解。文献 [12]对动力学方程采用文献 [11]的全区段列式，但不再通过数值方

法而改用分段求解方式，首次导出单阻尼弦频率方程的一般形式，得到了与文献[11]一致的数值本征解。文

献[13]则通过对单阻尼弦动力学方程的分区段列式，导出单阻尼弦频率方程的另一种形式，该形式本质上与

文献 [12]一致，仍采用数值方法讨论了本征解的若干重要性质。以上文献在单阻尼弦本征问题的解析求解

方面主要取得 2 项进展，一是用狄拉克函数实现了动力学方程的全区段列式；二是导出简化或精确频率方

程，再由数值法求解频率方程本征解。阻尼弦频率方程的基本形式均为超越方程，尚无一般化的求解方法。

因此，以上文献对该方程的求解仍采用了数值方法。在探讨阻尼弦频率方程的解析求解方面，文献[14]求得

中点阻尼弦（二分点阻尼弦）频率方程的闭合解，并讨论了解的性质；文中针对三分点阻尼弦的频率方程进行

求解，重点分析其相对于中点阻尼弦出现的新特性。

1　问题描述

为把握拉索-阻尼系统的动力特性，将其简化为带有集中阻尼的张紧弦 ,如图 1 所示 [4]。

文献[11]给出的运动偏微分方程为

-T
∂2 w（x,t )

∂x2
+ m

∂2 w（x,t )

∂t2
= - ∂w（x,t )

∂t
cδ（x - xc ) ， （1）

式中：T 是索力；m 是单位长度的质量；w（x,t）、δ （x –  xc）、x、t、x c和 c 分别是挠曲函数、狄拉克函数、位置坐标、

时间、阻尼位置和阻尼器系数，并且 c非负，0 < xc < l。

文献[15]对式（1）所示系统进行无量纲化，得到无量纲的阻尼弦运动方程：

- ∂2 w（x,t )

∂x2
+
∂2 w（x,t )

∂t2
= - ∂w（x,t )

∂t
cδ（x - xc ) 。 （2）

上述无量化过程表明，对于图 1 所示阻尼弦系统均可无量纲化，其特点是具有单位长度、单位分布质量

密度以及单位张力，其中，0 < xc < 1。因此，用无量纲的阻尼弦运动方程式可以简化物理系统的讨论，并采用

文献[15]中的无量纲化逆过程得到对应的物理系统。式（1）（2）中未区分有量纲和无量纲符号。

文献[14]将式（2）的本征解分为两类：II类本征解对应阻尼位置处为本征函数驻点的情况，即阻尼点位移

恒为零，弦做无衰减振动；I类本征解则对应于阻尼位置处不出现本征函数驻点的情况，其频率方程为

sinh ( )p ( )1 - xc sinh ( )pxc

sinh p
= - 1

c
 ， （3）

式中，p 为本征值。将式（3）与文献[12⁃13]中的频率方程对比可知，三者本质上是一致的。因 II类本征解对应

于弦作无衰减振动，这种解是常规的，对此不展开讨论，重点讨论三分点集中阻尼弦 I类本征解及其性质。

图  1　带集中粘性阻尼的张紧弦

Fig. 1　　Taut string attached with concentrated viscous damping
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2　Ⅰ类本征解

注意到阻尼弦频率方程式（3）为超越方程，尽管其解可通过数值算法求得，但对于解析求解尚无一般化

的方法，仅在某些特定情况下可能求得解析解，在三分点阻尼的情形下，将该超越方程转化为可直接求得闭

合解的代数方程，以下对此进行讨论。

2.1　本征值

将 xc =1/3 带入频率方程式（3），整理得：

c ⋅ sinh ( )2
3

p sinh ( )1
3

p + sinh p = 0， （4）

利用双曲函数的倍角公式，将式（4）化为关于 tanh（p/3）的二次代数方程，即：

tanh2 ( p
3 ) + 2c ⋅ tanh ( p

3 ) + 3 = 0， （5）

注意到式（5）是关于 tanh（p/3）的二次方程，求解该二次方程，再作反双曲函数计算，整理得：

p（1 ) =
3
2

ln
1 - c + c2 - 3

1 + c - c2 - 3
 ， （6）

p（2 ) =
3
2

ln
1 - c - c2 - 3

1 + c + c2 - 3
 。 （7）

式（6）（7）即为三分点阻尼弦本征值的闭合解，其中，上标（1）、（2）表示 2 个本征值的编号顺序，可将其称

为根序。注意到该式是关于阻尼 c 的分数式的对数函数，存在函数性质突变点：第 1 种是分式的零点，即令分

子为 0 的点；第 2 种是分式的极点，即令分母为 0 的点；第 3 种是分式中二次根式的零点，由于文中只讨论 c 非

负的情况，第 2 种性质突变点不予讨论。第 1 种突变点，即 c 等于 2，此时，式（6）中对数函数内分子为 0；第 3

种突变点，即 c等于 3，当 c小于 3 时，式（6）（7）两子式中将出现对非零虚部的复数取对数。因此，阻尼值 c

可根据函数性质突变点分为大阻尼（c > 2）、适中阻尼（ 3 < c < 2）、小阻尼（0 < c < 3） 3 个区间。

以上分析表明，三分点阻尼弦系统本征值存在 2 个函数性质突变点，因此，可分为 3 个区间进行讨论，而

中点阻尼弦本征值仅存在 1 个函数性质突变点，对数函数内分式的分子存在零点，故阻尼值仅分为 2 个区间。

实际上文献[14]给出的频率方程本征值的闭合解为

p = ln ( )c - 2
c + 2

 。 （8）

中点阻尼弦和三分点阻尼弦突变点个数的差别是由于后者本征值闭合解中出现二次根式，而出现二次

根式是由式（5）的二次方程性质决定的。同时，两者均具有第一种函数性质突变点，是因为两者关于阻尼 c

分数式的对数函数中的分式均存在分子等于 0 的情况。

2.2　本征函数

文献[14]给出的 I类解的本征函数表达式为

ϕ ( x) = -c
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê sinh ( )p ( )1 - xc sinh ( )px

sinh p
- μ ( x - xc) sinh ( p ( x - xc) ) ù

û

ú
úú
ú
 ， （9）

式中，μ （x-xc）为单位阶跃函数。对于文中所讨论的三分点的情形，即 xc = 1/3，本征函数全区段表达式（9）可

写为分区段形式，化简为

ϕ ( x) =
ì
í
î

ïï

ïï

sinh ( )px x ≤ 1/3，

A sinh ( )p ( )1 - x x > 1/3；
（10）

式中，常数 A 为 sech（p/3）/2，且 p 为待求的常数。式（6）（7）中的 p 可表示为复数形式 p = σ + j·ω，j为虚数单位，

σ为本征值实部，-σ表示系统衰减率；ω为本征值虚部，表示系统圆频率，文中将圆频率皆简称为频率。将复
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数 p 代入本征函数分段表达式（10）可得到各阶本征函数 ϕ ( )x 的闭合形式，在一般情况下为复本征函数，对应

于复模态。

3　I类本征解的性质

由上一节可知，I 类本征解在大阻尼、适中阻尼、小阻尼 3 个区间具有不同的函数表达式。本节分区间重

点讨论系统的频率和衰减率，对于有 0 阶本征值的情况给出了 0 阶本征函数。

3.1　大阻尼

大阻尼情况下，当 c > 2 时，在本征值 p（1）、p（2）与阻尼的关系式（6）（7）中，前者对数函数内的值恒大于 0，后

者对数函数内的值恒小于 0。由于两者在复域中的多值特性，可将其化简为

pk
( )1 =

3
2

ln ((1 - c + c2 - 3 ) / (1 + c - c2 - 3 ) ) +
3
2

j (2s（1 )) π ， （11）

pk
( )2 =

3
2

ln ( - (1 - c - c2 - 3 ) / (1 + c + c2 - 3 ) ) +
3
2

j (1 + 2s（2 )) π ， （12）

式中，本征值的阶次 k = 0，1，2…，整数 s（1）、s（2） = 0，±1，±2…。k与 s（1）、s（2） 的关系为

k =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï
ï
ï

-( )4s（1 ) + 1  ，s（1 ) < 0，

4s（1 )     ，s（1 ) ≥ 0，

-( )4s（2 ) + 3 ，s（2 ) < 0，

4s（2 ) + 2    ，s（2 ) ≥ 0。
（13）

阶次 k 由本征值虚部（即频率 ω）绝对值的大小及正负号决定。按照虚部绝对值从小到大依次对本征值

阶次 k 进行编号；当出现 2 个绝对值相等的频率时，先编负值，后编正值。采用的规则与常规的先编正值，后

编负值的做法不同，目的是在讨论不同阻尼区间内本征值阶次的数学关系时具有简洁性。

3.1.1　频率

将本征值式（11）（12）中的虚部记为 ωk，利用 k与 s（1）、s（2） 的关系式（13），可将 ωk写为

ω k =
3
2

sπ ， （14）

式中，s = 0，±1，±2…。式（11）（12）是关于 tanh（p/3）的二次方程式 2 根所对应的 2 个子式，其为本征值的闭合

形式。频率一般表达式（14）使得两本征值虚部的表达式在大阻尼情况下更为紧凑，且 s取偶数和奇数时分别

对应的是式（11）（12）的虚部。按式（13）和式（14）可给出系统各阶频率，表 1 列出了 0~6 阶频率，图 2（a）绘出

了系统 0~6 阶频率 ,图 2（b）为衰减率-阻尼函数。

由表 1 和图 2（a）可知，在大阻尼情况下，系统存在虚部为 0 的本征值 p0（1），即当式（14）中 s（1） 取 0 时，系统

的频率为 0，表明系统的 0 阶运动无振荡特性。除 0 阶以外，系统还有 1 阶及以上无穷多阶本征值，即这些本

征值的虚部 ω为 3π/2 的非零整数倍，其表达式中不显含阻尼 c。

将文中频率结果与中点阻尼弦的情况 [14]比较：两者均具有无振荡运动的 0 阶本征解，即 0 阶频率成分；两

者频率的闭合解均不显含阻尼 c，表明在该区间上系统频率与阻尼无关。尽管两者各阶频率在数值上不同，

但在该区间含有 0 阶振动以及频率表达式不显含阻尼 c，两者具有内在一致性。

表  1　大阻尼下系统 0~6阶频率

Table 1　　The 0-6th order frequency in large damping range

阶次

频率（根序）

k

ω（i）

第 0 阶

0（1）

第 1 阶

- 3π/2（2）

第 2 阶

3π/2（2）

第 3 阶

-3π（1）

第 4 阶

3π（1）

第 5 阶

-9π/2（2）

第 6 阶

9π/2（2）
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3.1.2　衰减率

将本征值在大阻尼下的闭合解式（11）（12）的实部记为 σ ( )1 和 σ ( )2 ，系统的衰减率为

-σ ( )1 = - 3
2

ln ((1 - c + c2 - 3 ) / (1 + c - c2 - 3 ) ) ， （15）

-σ ( )2 = - 3
2

ln ( - (1 - c - c2 - 3 ) / (1 + c + c2 - 3 ) ) 。 （16）

式中，衰减率与阻尼的关系如图 2（b）所示。由图可知，系统存在 2 个不同的衰减率-σ（1）和-σ（2），其中，-σ（1）

对应于频率 3π/2 的偶数倍，-σ（2）对应于频率为 3π/2 的奇数倍，两者均随阻尼值 c的增大而减小。

与中点阻尼弦的有关性质 [14]相比，三分点阻尼弦在大阻尼区间延续了前者的性质，表现出了新的特性：

在阻尼-衰减率函数关系上，两者的衰减率均随阻尼值 c 的增大而减小；对于任意给定阻尼，前者的所有本征

解均对应着 1 个衰减率，而后者出现 2 个不同衰减率，2 个衰减率对应着 2 组不同频率的本征解。

3.1.3　本征函数

将本征值在大阻尼下的闭合解式（11）（12）带入本征函数分段表达式（10）中可得到各阶本征函数的闭合

形式，由于仅 0 阶本征函数具有非震荡的特性，仅讨论 0 阶本征函数。对于 0 阶本征函数的情况，式（11）中虚

部 ω = 0，即 p0
（1） = σ0 

（1），将其带入本征函数闭合形式中得到实双曲正弦函数，为实模态：

ϕ0 ( x) =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

sinh ( )σx ，x ≤ 1/3，

A sinh ( )σ ( )1 - x ，x > 1/3。
（17）

此时，常数 A 为 sech（p/3）/2。将上式与二分点阻尼弦的本征函数 [14]

ϕ0（x ) =
ì
í
î

sinh σx，x < 1/2，

sinh σ（1 - x )，x ≥ 1/2。 （18）

对比可知，两者的 0 阶本征函数都是实双曲正弦函数的分段函数，但由于阻尼布设位置不同，函数分段

点不同。

3.2　适中阻尼

适中阻尼情况下，即当 3 < c < 2 时，在本征值 p（1）、p（2）与阻尼的关系式（6）（7）中，两对数函数内的值均恒

小于 0，由对数函数在复域中的多值特性，将其化简为

pk
( )1 =

3
2

ln ( - (1 - c + c2 - 3 ) / (1 + c - c2 - 3 ) ) +
3
2

j (1 + 2s（1 )) π ， （19）

pk
( )2 =

3
2

ln ( - (1 - c - c2 - 3 ) / (1 + c + c2 - 3 ) ) +
3
2

j (1 + 2s（2）) π ， （20）

图 2　大阻尼区间衰减率和频率与阻尼的关系（c > 2）

Fig. 2　　The decay rate and frequency varying with damping c in large damping range （（c > 2））
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式中，本征值的阶次 k = 0，1，2…  ，整数 s（1）、s（2） = 0，±1，±2…。k与 s（1）、s（2） 的关系如下：

k =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

-4s（1 )    ,s（1 ) < 0，

4s（1 ) + 1    ,s（1 ) ≥ 0，

-( )4s（2 ) + 2 ,s（2 ) < 0，

4s（2 ) + 3    ,s（2 ) ≥ 0。
（21）

阶次 k 由本征值虚部绝对值的大小与正负号决定：依照虚部绝对值从小到大依此对本征值阶次 k 进行编

号；在本征值此区间的闭合解式（19）（20）中 2 个本征值的虚部均相同，即出现重频的情况，当出现 4 个绝对值

相等的频率时，先编正值，后编负值，且依照根序（1） （2） （2） （1）为周期进行编号。应特别注意，在适中阻尼

区间上出现了重频的特殊情况，在编号时需考虑根序顺序。

3.2.1　频率

将本征值在适中阻尼区间的闭合解式（19）（20）中的虚部记为 ωk，并利用 k与 s（1）、s（2） 的关系式（21）得 ωk：

ω k =
3
2
（1 + 2s )π ， （22）

式中，s = 0，±1，±2…。按式（21）和式（22）可得到系统各阶频率，表 2 列出了前 6 阶频率，同时，图 3（a）绘制了

两本征值对应的前 6 阶频率，图 3（b）为衰减率-阻尼函数图示。

从表 2 和图 3（a）可知，适中阻尼下系统的频率为 3（1+2s）π/2，不存在频率为 0 的情况。与大阻尼的情况

相比，频率呈现出两点与其不同的特点：一是 3π/2 偶数倍的频率全部消失；二是不再有频率等于 0 的情况，表

明在此区间三分点阻尼弦系统具有振荡运动特性。此时，系统的频率表达式中不显含阻尼 c，表明系统频率

与阻尼无关，再次表现出阻尼不影响系统频率的性质。与中点阻尼弦的频率性质 [14]相比，两者在适中阻尼区

间下频率均不显含阻尼 c。

3.2.2　衰减率

将本征值在适中阻尼的闭合解式（19）（20）的实部记为 σ ( )1 和 σ ( )2 ，则系统的衰减率为

表  2　适中阻尼下系统前 6阶频率

Table 2　　The 1-6th order frequency in moderate damping range

阶次

频率（根序）

k

ω（i）

第 1 阶

3π/2（1）

第 2 阶

-3π/2（2）

第 3 阶

3π/2（2）

第 4 阶

-3π/2（1）

第 5 阶

9π/2（1）

第 6 阶

-9π/2（2）

图 3　适中阻尼区间衰减率和频率与阻尼的关系（ 3 < c < 2）

Fig. 3　　The decay rate and frequency varying with damping c in moderate damping range （（ 3 < c < 2））
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-σ（1）= - 3
2

ln ( - (1 - c + c2 - 3 ) / (1 + c - c2 - 3 ) ) ， （23）

-σ（2）= - 3
2

ln ( - (1 - c - c2 - 3 ) / (1 + c + c2 - 3 ) ) 。 （24）

将式（23）（24）中阻尼与衰减率的关系绘于图 3（b）。由图可知，系统同样存在 2 个衰减率 -σ（1） 和 -σ（2），其

中，-σ（1） 随着阻尼值的增大而增大，-σ（2） 随着阻尼值的增大而减小。对于系统同一频率会对应出现 2 个不同的

衰减率，这与大阻尼的情况不同。

与中点阻尼弦有关性质 [14]相比，此时三分点阻尼弦出现了新的特性：在阻尼与衰减率的函数关系上，前

者的衰减率随着阻尼值的增大而增大，而三分点阻尼弦存在 2 个衰减率，-σ（1） 的单调性保留了原有的性质，

而-σ（2） 随着阻尼值的增大而减小。此区间三分点阻尼弦系统会出现同一频率对应 2 个衰减率的情况，这既是

区别于三分点阻尼弦其他阻尼区间的独有性质，又是区别于中点阻尼弦的新特性。

3.3　小阻尼

小阻尼情况下，即当 0 < c < 3 时，在本征值 p（1）、p（2）与阻尼的关系式（6）（7）中，两对数函数内皆出现复

数，由对数函数在复域中的多值特性，可将其化简为

pk
( )1 =

3
2 ( ln（ 4 - c2 /（c + 2 )) +

3
2

j ( tan-1（- 3 - c2 ) +（1 + 2s（1 ) )π )) ， （25）

pk
( )2 =

3
2 ( ln（ 4 - c2 /（c + 2 )) +

3
2

j ( tan-1（ 3 - c2 ) +（-1 + 2s（2 ) )π )) 。 （26）

式中，本征值的阶次 k = 0，1，2…  ,整数 s（1）、s（2） = 0，±1，±2…。k与 s（1）、s（2） 的关系为

k =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

-4s（1 ) ，s（1 ) < 0，

4s（1 ) + 1，s（1 ) ≥ 0，

-( )4s（2 ) - 2 ，s（2 ) ≤ 0，

4s（2 ) - 1，s（2 ) > 0；

（27）

式中，阶次 k 由本征值虚部绝对值的大小与正负号决定：依照虚部绝对值从小到大依次对本征值阶次 k 进行

编号；当出现 2 个绝对值相等的频率时，先编正值，后编负值。

3.3.1　频率

将本征值在小阻尼的闭合解式（22）中的虚部记为 ωk，则有：

ω（1）
k =

3
2 ( tan-1（- 3 - c2 ) +（1 + 2s（1 ) )π) ， （28）

ω（2）
k =

3
2 ( tan-1（ 3 - c2 ) +（-1 + 2s（2 ) )π) 。 （29）

按式（27）和式（28）（29）可给出系统各阶频率，表 3 列出了前 6 阶频率，图 4（a）绘制了两本征值对应的前

6 阶频率，图 4（b）为衰减率-阻尼函数。

由表 3 和图 4（a）可知，小阻尼下系统无 0 阶频率，表明系统此时具有振荡运动的特性，这与大阻尼时的情

况不同。注意到，本征值式（23）（24）各阶频率 ω（1)
k 、ω（2 )

k 的表达中皆含有阻尼 c，表明在该区间，三分点阻尼弦

的系统频率与其阻尼值有关。将上述三分点阻尼弦结果与中点阻尼弦 [14]相比，两者在此区间上皆具有振荡

表  3　小阻尼下系统前 6阶频率

Table 3　　The 1-6th order frequency in small damping range

阶次

频率（根序）

k

ω（i）

第 1 阶

3
2
（-ωc+π） （1）

第 2 阶

3
2
（ωc-π） （2）

第 3 阶

3
2
（ωc+π） （2）

第 4 阶

3
2
（-ωc-π） （1）

第 5 阶

3
2
（-ωc+3π）（1）

第 6 阶

3
2
（ωc-3π） （2）

注：ωc =tan-1（ 3 - c2 )
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运动的特性，但在阻尼是否影响系统频率这一性质上，两者不一致，前者的系统频率受到其阻尼值影响，后者

不受影响。

综合 3 个区间对阻尼-频率关系的分析可知，中点阻尼弦在对应区间内，其频率均不受阻尼值影响，而三

分点阻尼弦出现了新的频率性质：在小阻尼区间，频率依赖于阻尼。

当 c → 0 时，系统频率 ω（1)
k 和 ω（2 )

k 为

lim
c→ 0

ω（1）
k = π + 3s（1 )π ， （30）

lim
c→ 0

ω（2）
k = -π + 3s（2 )π 。 （31）

根据 s（1）和 s（2）的取值可知，式（30）~（31）的 2 个子式可统一写为

lim
c→ 0

ω k = sπ ， （32）

式中，s = ±1，±2，±4，±5，±7…。注意到，s 不能取到±3，±6…±3n。实际上，当 s 取到 3 的整数倍时，频率是 II 类

本征解所对应的频率，这恰恰是 I 类解无法包含的。当阻尼 c 趋于 0 时，三分点阻尼弦系统的基频趋于 π，其
余频率趋于基频 π的整数倍（但不能取到 3 的整数倍）。与无阻尼弦频率相比，前者在 c 趋于 0 时的频率与后

者固有频率 asπ/l相等。

而当阻尼 c从左趋于 3 时，系统频率 ω（1)
k 和 ω（2 )

k 为

lim
c→ 3

 -
ω（1）

k =
3
2
(1 + 2s（1）) π ， （33）

lim
c→ 3

 -
ω（2 )

k =
3
2
( - 1 + 2s（2 )) π 。 （34）

由式（33）（34）2 个子式可以发现，当阻尼值从左趋于 3 时，系统的频率实际上是 3π/2 的奇数倍，与 3.2

节中当阻尼值 c 从右趋近于 3 时的频率相同，虽然阻尼 c 等于 3 是函数性质突变点，但在该点处系统的频

率还是连续的。

3.3.2　衰减率

将本征值在小阻尼的闭合解式（25）（26）的实部记为 σ ( )1 和 σ ( )2 ，则系统的衰减率为

-σ（1 ) = -σ（2 ) = - 3
2 ( ln（ 4 - c2 /（c + 2 )) 。 （35）

将式（35）中阻尼与衰减率的关系绘于图 4（b）。由图可知，此时 2 组本征解对应的 2 个衰减率相同，即仅

存在 1 个衰减率，表明对于给定阻尼，各阶运动均具有相同的衰减率。随着阻尼值增大，衰减率增大。

图 4　小阻尼频率及衰减率与阻尼关系（0 < c < 3）

Fig. 4　　The decay rate and frequency varying with damping c in small damping range
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与中点阻尼弦在该区间下的有关性质 [14]相比，三分点阻尼弦延续了前者的性质：对于在此区间任意给定

的阻尼 c，两者均仅有 1 个衰减率，两者的衰减率均随着阻尼值的增大而增大。

3.4　阻尼-频率及阻尼-衰减率函数

文中分析大阻尼、适中阻尼、小阻尼 3 种情况下系统的动力学性质，结果如图 5 所示。

图中分别绘出了阻尼-频率及阻尼-衰减率关系曲线。图 5（a）中，虚线表示本征值 p（1）对应的频率，点线

表示本征值 p（2）对应的频率，下标为阶次；图 5（b）中，虚线与点线分别表示衰减率 σ（1）和 σ（2）。应特别注意，前

三小节给出 3 种不同排序规则是为了协调 3 个阻尼区间的阶次编号，且小阻尼与适中阻尼阶次进行简单的代

数运算即可得到大阻尼下的本征值阶次。

4　II类本征解

三分点阻尼弦还存在一类特殊的自由振动，即 II 类本征解。这类解相当于三分点位置恰好为无阻尼自

由振动驻点的那一部分本征解，其本征函数在阻尼位置处恒为 0，振动不受阻尼的影响，表现为无衰减自由

振动。

文献[15]给出了这类本征解的表达式为

p = j ⋅ 3sπs = ±1， ± 2... ， （36）

ϕ ( x) = sinh ( px) = j sin (3sπx) s = ±1， ± 2... 。 （37）

由式（36）和式（37）可知，II类本征解实际上对应于无阻尼弦第 3，6，9…3s阶本征解。

5　结  论

根据集中阻尼弦的本征方程，推导出单个阻尼布设于 1/3 处时系统的本征解，分大阻尼、适中阻尼、小阻

尼 3 个区间对系统的频率和衰减率进行讨论，结果如下。

1）本征值存在 2 个函数性质突变点，即 c = 3 和 c = 2。

2）在频率方面，大阻尼情况下，系统存在频率为 0 的情况，除 0 阶以外的频率，ω均为 3π/2 的非零整数倍；

与大阻尼不同的是，在适中阻尼区间系统的频率不再存在频率为 0 的情况，且 3π/2 偶数倍的频率全部消失；

小阻尼下系统同样无 0 阶频率，与其他 2 个区间不同的是，在该区间系统频率与其阻尼值有关。

3）在衰减率方面，系统存在 2 个衰减率-σ（1）和-σ（2）：大阻尼情况下，前者对应频率 3π/2 的偶数倍，后者对

应频率为 3π/2 的奇数倍，两者均随阻尼值 c 的增大而减小；在适中阻尼区间，随着阻尼值的增大 ,前者增大而

后者减小；在小阻尼区间两者相等，同时随着阻尼值增大，衰减率均在减小。

图 5　频率及衰减率随阻尼变化曲线

Fig. 5　　The frequency and decay rate varying with damping C
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将上述关于频率和衰减率的性质与中点阻尼弦作比较，得到三分点阻尼弦的 3 个新特性：

1）在本征解与阻尼值的关系上，前者仅存在 1 个性质突变点，而后者则存在 2 个性质突变点。

2）在阻尼-频率关系上，前者的频率在各个阻尼区间内均不受阻尼值的影响，后者的频率在小阻尼区间

内则依赖于阻尼取值。

3）对于任意给定阻尼，前者本征解在各阻尼区间内仅 1 个衰减率，而后者除小阻尼以外，均具有 2 个衰

减率。
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