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显式拓扑优化的拉压杆模型自动提取方法
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摘要：为了实现从显式拓扑优化到拉压杆模型的自然过渡，同时保持拓扑优化结构与拉压杆模

型的拓扑一致性，以可移动变形组件拓扑优化为例，建立了显式拓扑优化拉压杆模型自动提取方

法。该方法是计算机图形学和结构优化的结合，采用 Voronoi 骨架提取和形状优化，由骨架提取、框

架提取和形状优化 3 部分构成。结果表明，该方法自动构建了受力合理且几何规则的拉压杆模型；

Voronoi 骨架提取从显式拓扑优化结构提取了光滑的中轴骨架；以类桁架指标为约束的形状优化实

现了拉压杆模型从框架结构到桁架结构的质变。
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Automatic extraction method of strut-and-tie models for explicit 
topology optimization
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Abstract: To achieve the natural transition from explicit topology optimization to strut-and-tie models, while 

maintaining the topology consistency between the two, an automatic extraction method of strut-and-tie models 

using explicit topology optimization was developed. The proposed method is demonstrated using topology 

optimization based on moving morphable components as an example. It combines computer graphics and 

structural optimization techniques, employing skeleton extraction based on Voronoi diagram and shape 

optimization. The method consists of three main steps: skeleton extraction, frame extraction and shape 

optimization. The results show that the method can automatically generate strut-and-tie models with reasonable 

force distribution and regular geometry. The skeleton extraction based on Voronoi diagram extracts smooth and 

medial skeleton from the optimized structure obtained through explicit topology optimization. Shape optimization 
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constrained by truss-like index realizes the qualitative change of strut-and-tie models from a frame structure to a 

truss structure.

Keywords: explicit topology optimization; Voronoi diagram; skeleton; strut-and-tie models

借助拓扑优化构建拉压杆模型（strut-and-tie models, STM）已经成为一种共识。根据优化模型的表达方

式，拓扑优化可分为隐式拓扑优化和显式拓扑优化。隐式拓扑优化包括经典的固体各向同性惩罚方法

（SIMP）和渐近结构优化方法（ESO）。显式拓扑优化是显示边界演化的一类高效拓扑优化方法。自 2014 年

可移动变形（moving morphable components, MMC）拓扑优化方法 [1]提出以来，显式拓扑优化 [2⁃5]迎来了快速的

发展。Bruggi[6]成功地将 SIMP 方法应用于二维和三维构件拉压杆模型的研究。Du 等 [7]在 SIMP 方法中引入

双模量本构关系，提出了考虑拉压不同模量的拓扑优化方法，并成功应用于拉压杆模型中。Xia等 [8]提出了一

种不同拓扑优化的拉压杆模型自动化评估方法。该方法采用桁架提取算法实现了从拓扑优化结果到桁架模

型的自动化，并采用 3 个定量指标对 STM 进行评价。Xia 等 [9]提出了由拓扑优化、拓扑提取和形状优化构成

的二维 STM 拓扑优化构建方法，并采用非线性有限元评估 STM 的结构性能。此后，Xia 等 [10]又研究了三维

STM 的 SIMP 构建方法。Liang 等 [11-12]将性能优化方法成功应用于钢筋混凝土结构和预应力混凝土结构的拉

压杆模型的研究。Almeida[13]将光滑 ESO 方法用于拉压杆模型的研究，并与 ESO 方法在计算准确性和效率上

进行了比较。刘霞等 [14]采用遗传 ESO 算法构建钢筋混凝土平面构件的拉压杆模型，并在此基础上进行配筋

优化。Victoria 等 [15]将考虑拉压不同模量的等值线拓扑优化方法用于拉压杆模型研究。Zhang 等 [16]采用分离

单元模型的遗传 ESO 方法对钢筋混凝土构件进行受力钢筋的布局优化，证实了该方法可以有效减少钢筋用

量。Zhong 等 [17]将微桁架单元的 ESO 方法应用于对带有洞口的缺口梁拉压杆模型研究，提出了由初步评估、

详细评估和最终评估构成的一套评估体系。Zhong 等 [18]将微桁架单元的 ESO 扩展到三维情况，通过后张拉

锚固区、T 形梁和箱形梁 3 个实例证明了该方法在构建三维 STM 的有效性和正确性。

基于拓扑优化的 STM 研究多集中在隐式拓扑优化。笔者 [19⁃20]研究了基于 MMC 拓扑优化的 STM 的有效

性和高效性，探讨了 STM 的自动提取。作为类桁架的一般化，拉压杆模型的杆件应为二力杆件。然而，自动

提取的 STM 往往并非桁架结构，受力形式与框架结构类似，称之为“框架结构”。此外，该框架结构在杆件平

行性和对称性方面也较为欠缺。

从拓扑优化结果到拉压杆模型，要么人为因素多，随意性大，要么需要繁琐的手动操作。为了实现从拓

扑优化结构到 STM 的自动化，借鉴 Xia 等 [8⁃10]的思路，建立由骨架提取、框架提取和形状优化构成的显式拓扑

优化的拉压杆模型自动提取方法。骨架提取采用计算机图形学中的 Voronoi 骨架提取法。在形状优化中引

入类桁架指数，以期实现 STM 从框架结构到桁架结构的质变，构建受力合理且几何规则的 STM。

1　拉压杆模型自动提取方法

显式拓扑优化的共同之处在于结构的边界由拓扑描述函数显式地表达。以 MMC 拓扑优化方法为例，

进行显式拓扑优化的 STM 自动提取。该方法以 MMC 优化结构为基础，经过骨架提取、框架提取和形状优

化，最终形成受力合理且几何规则的 STM。STM 自动提取方法流程如图 1 所示。以下从基本概念、骨架提

取、框架提取和形状优化 4 部分对 STM 自动提取方法进行阐述。

1.1　基本概念

1.1.1　骨架和中轴

骨架（skeleton）定义为图形的极大开球的球心的集合。它在角色动画和网格变形领域广泛使用。中轴

（medial axis）定义为图形极大内切球球心的集合，在平面图形中，中轴往往为平面曲线，也称为中轴线。对于

平面图形，骨架和中轴并不完全相同，区别甚微。为了方便，统一采用骨架来进行叙述，将骨架和中轴完全

等同。
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1.1.2　Voronoi 图和 Delaunay 三角剖分

Voronoi图是根据 1 组共面点对平面的 1 种剖分。在每一点周围形成 1 个多边形，多边形内任一点到该点

的距离比到组中其他点的距离更近。组中所有点的 Voronoi 多边形的集合称为 Voronoi 图。由于 Voronoi 在

平面部分上的等分性特征，可以用来近似平面图形的骨架。Delaunay 三角剖分是将平面划分为一系列相连

且不重叠的三角形，此三角形是满足空圆性质的一种三角划分。

1.1.3　Crust 算法

Crust 算法 [21⁃22]是一种由平面点集构建最可能的多段线算法。对于平面问题，crust 算法即为把无序点连

成线的过程。如果取样点足够密，那么多段线将越光滑。Crust 算法与 Voronoi 图和 Delaunay 三角剖分有密

切关系。图 2 为平面图形边界离散点的 Voronoi 图。根据 Voronoi 边在平面图形的位置，将 Voronoi 边分为 3

类：完全在区域内、部分在区域内和完全在区域外。只保留完全在平面图形区域内的 Voronoi边，形成了该平

面图形的骨架。若对边界离散点进行 Delaunay 三角剖分，Delaunay 三角形的自由边构成了平面图形的近似

多段线边界，如图 3 所示。

1.2　骨架提取

为了从二维优化结构提取一维 STM，需要进行骨架提取。根据是否采用模型的内部信息，骨架提取大

体上可分为实体方法和几何方法两大类。实体方法又分为细化方法和距离场方法。常见的几何方法包括

Voronoi图法 [23⁃24]、Reeb 图法和拉普拉斯方法。对于具有显式边界的 MMC 方法，几何方法更加适合。拉普拉

斯方法多用于由点云表达的空间问题。故对 MMC 拓扑优化的 STM 提取采用 Voronoi骨架提取法。

MMC 方法采用结构拓扑描述函数的零水平集表示结构的边界。这些零水平集的元素形成了优化结构

边界的离散点。在优化结构边界与设计域边界相交处添加部分结点，即可形成完整的优化结构边界离散点。

绘制该边界离散点的 Voronoi图，并通过 crust算法形成优化结构的近似边界。采用点的区域内外识别算法，

图 2　边界离散点 Voronoi图

Fig. 2　　Voronoi diagram of discrete points on the boundary

图 3　Crust算法

Fig. 3　　Crust algorithm

图 1　拉压杆模型自动提取法流程

Fig. 1　　Flowchart of automatic extraction of strut-and-tie models
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只保留完全在优化结构区域内的 Voronoi 边，形成带有分支的骨架。最后，通过分支修剪方法 [24⁃25]，形成多段

线骨架。总之，骨架提取实现了从二维优化结构到一维多段线骨架的过渡。

1.3　框架提取

多段线骨架由多条平面曲线组成，而 STM 由多条平面直线组成。从平面曲线到平面直线的过程称之为

“框架”提取。框架指提取结果的结构类型往往为框架结构。框架提取可分为候选结点识别、最终结点识别

和框架结构构建 3 个步骤。在多段线骨架中，按端点所处的位置，候选结点可分为端结点、中间结点和分支

结点。遍历骨架结点，形成骨架结点的连接关系。只有 1 个与之相连的结点为端结点，2 个与之相连的结点

为中间结点，3 个及以上与之相连的结点为分支结点。将端结点和分支结点当作候选结点。

若候选结点相距较近，对其进行适当简化。一般来说，如果 2 个结点的距离小于 1 个容许值（可取构件较

大边长的 5%），这 2 个结点可简化为 1 个结点，即它们的中点。对于多个相距较近候选结点，从 2 个最近的结

点开始，重复上述的 2 点简化规则，直到所有点之间的距离不小于这个容许值。为了避免形成较短杆件，对

特殊结点，如荷载作用点和支座结点，需进行特殊处理。若候选结点距特殊结点较近时，直接向特殊结点简

化即可，相当于删除距特殊结点较近的候选结点。

构建框架结构，需要确定最终结点的连接关系。首先，由于优化结构和骨架具有拓扑一致性，可采用优

化结构的洞口信息当作骨架洞口信息。优化结构的洞口采用优化结构的近似边界来识别。优化结构的近似

边界通常为多条闭合多段线，每条闭合多段线形成一个多边形，优化结构为最大多边形与其余多边形的布尔

差，最大多边形的边界对应于优化结构的外边界，其余多边形的边界对应于优化结构的洞口边界。遍历洞口

和最终结点，分别储存洞口周边的结点信息和结点附近的洞口信息。其次，将结点信息和洞口信息相结合，

以洞口中心为坐标原点，按逆时针将与该洞口相关的结点依次连接。最后，将荷载作用点和支座结点与最近

的结点相连接，可得与优化结构相对应的框架结构。

1.4　形状优化

自动提取的框架结构的受力合理性和几何规则性均有所欠缺，可由形状优化来加以改善。为了形成轴

力为主的 STM，采用类桁架指标作为衡量框架结构与桁架结构的相似度。以类桁架指标为约束的形状优

化，最早由 Xia 等 [8⁃10]提出并成功应用于 STM 的拓扑优化构建。以框架结构的自由结点为设计变量，以类桁

架指标为约束条件，框架结构的应变能达到最小时，框架结构近似为桁架模型。在形状优化中，可施加平行

和对称约束，使 STM 更加简单实用。

1.4.1　类桁架指标

采用框架单元对框架结构进行有限元分析，进而获得各框架单元的内力。为了减小框架单元所受的弯

矩和剪力，采用长细比较大的框架单元。框架单元横截面为矩形，其宽度与构件宽度相同，高度取宽度的

0.01 倍。由于弯矩和剪力的存在，杆件不再是轴向受力杆件。因此，类桁架指标 I t 可定义为

I t =
1
N f
∑
i = 1

N f || FN

|| FN + || FV

 ， (1)

式中：N f 为框架单元的数量；FN 和 FV 分别为框架单元的轴力和剪力。类桁架指标 It的取值范围为 [0, 1]。当

It = 1 时，STM 中各杆件为二力杆件，可以直接用于 STM 设计；当 It < 1 时，STM 并非理想的轴向受力构件，且

随着 It的减少，这种偏离程度越大。因此，当 It较小时，需要对 STM 进行适当的调整。

1.4.2　优化列式

在类桁架指标的约束下，使框架结构总应变能达到最小的形状优化问题，可表示为

寻   找   x = ( x1 ,...,xn )T，

最小化   C ( x ) = F T u ( x )，

满   足   K ( x ) u ( x ) = F，

I ( x ) = I t,min - I t ( x )≤ 0 ，

               xmin ≤ x ≤ xmax 。

(2)

式中：x 为形状优化的设计变量，即框架结构可变结点的坐标列向量；C（x）和 I（x）分别为形状优化的目标函

数和约束函数；K（x）、F 和 u（x）分别为框架结构的整体刚度矩阵、荷载列阵和位移列阵；xmax和 xmin分别为设计
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变量的上下限；It（x）和 It,min分别为类桁架指标和类桁架指标的最小值，It,min可取接近于 1 的值，如 0.995。

2　数值实现

框架结构有限元分析中，各单元结点间既可以传递轴力，也可以传递弯矩和剪力。框架单元自由度如

图 4 所示。框架单元由 2 个结点 i 和 j 构成，每个结点各 3 个自由度，单元的局部和整体坐标自由度分别为

ue=[ui1, ui2, ui3, uj1, uj2, uj3]
T和 Ue=[Ui1, Ui2, Ui3, Uj1, Uj2, Uj3]

T。ue可由 Ue和转换矩阵 T 得出：

ue=TUe ，， (3)

其中，

T =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú
cos θ sin θ 0 0 0 0

-sin θ cos θ 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos θ sin θ 0

0 0 0 -sin θ cos θ 0

0 0 0 0 0 1

 。。 (4)

框架单元在整体坐标系下的单元刚度矩阵为

Ke=TTKelT， (5)

其中，

K el =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

ú
EA/l 0 0 -EA/l 0 0

0 12EI/l 3 6EI/l 2 0 -12EI/l 3 6EI/l 2

0 6EI/l 2 4EI/l 0 -6EI/l 2 2EI/l

-EA/l 0 0 EA/l 0 0

0 -12EI/l 3 -6EI/l 2 0 12EI/l 3 -6EI/l 2

0 6EI/l 2 2EI/l 0 -6EI/l 2 4EI/l

 。 (6)

形状优化采用 MMA 算法作为最优化算法。目标和约束函数的梯度采用中心差分法求解，步长取单元

尺寸的 0.1 倍，直到设计变量的最大波动小于 0.001 m。对于平行和对称约束，可以通过减少相应的设计变量

来实现。

3　数值算例

对混凝土结构中单侧牛腿和开洞深梁，采用 Voronoi 提取法自动构建框架结构，并对框架结构进行形状

优化，获得类桁架结构的 STM。拓扑优化采用 MMC 拓扑优化代码 [26]。为了便于理解，在 STM 提取中，采用

统一的表示方法：候选结点采用蓝色方形点表示，最终结点采用绿色圆形点表示，形状优化后的结点用蓝色

圆形点表示，拉或压杆采用红色实线表示。

图 4　框架单元示意图

Fig. 4　　Schematic diagram of frame element
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3.1　单侧牛腿

单侧牛腿的计算简图和 MMC 优化结构如图 5 所示。MMC 拓扑优化的参数和过程见文献[19]。

MMC 优化结构的边界由 677 个已知坐标的二维点进行离散，采用 crust 算法计算该优化结构的近似边

界。该边界由 6 条闭合多段线构成，6 条闭合多段线又构成 6 个多边形。MMC 优化结构由最大的多边形与

其余 5 个多边形的布尔差运算生成，MMC 优化结构的 5 个洞口则对应 5 个较小的多边形（见图 6（b）中 5 种不

同颜色的区域）。

复杂的拓扑需要较多的边界离散点，较多的边界离散点生成了较复杂的 Voronoi 图。经过内外识别，可

以生成带有少量细小分支的骨架。经修剪后，可以获得由多段线构成的理想骨架。该骨架较好地满足了拓

图 5　单侧牛腿计算简图和 MMC优化结构

Fig. 5　　Single corbel’’s calculation diagram and optimized structure by MMC

图 6　单侧牛腿边界离散点、近似边界和 Voronoi图

Fig. 6　　Discrete points on the boundaries, approximate boundaries and Voronoi diagram in single corbel
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扑一致性、细性、光滑性和中轴性。

在候选结点识别中，可识别出 3 个端结点和 11 个中间结点。若 2 个候选结点的距离小于 135 mm，进行结

点简化。若候选结点距支座和荷载结点较近，为了避免较小杆件，只保留支座和荷载结点。

由拓扑一致性可知，骨架和优化结构的拓扑等价。因此，骨架和优化结构具有相同的洞口信息。单侧牛

腿结点和洞口信息如表 1 所示。以洞口中心为原点，从正北方向开始逆时针依次连接各结点，形成最终的

STM，如图 7 所示。

在形状优化中，以类桁架指标为约束条件，框架结构中共 11 个结点，其中 8 个结点为自由结点。若只考

虑变量的上下限约束，该形状优化共 16 个设计变量，优化后结构的类桁架指标由 0.96 增加到 1.00。优化后，

最为明显的变化是与荷载作用点相连的杆件由倾斜变为竖直，这就保证了该杆件为轴向受压杆件，实现了由

框架结构向桁架结构的转变。若考虑部分杆件的平行约束，设计变量数由 16 减少为 14；若再增加沿水平方

向的对称性约束，设计变量数由 16 减少为 10。单侧牛腿形状优化如图 8 所示。单侧牛腿形状优化前后结点

平面坐标如表 2 所示。

图 7　单侧牛腿框架提取

Fig. 7　　Frame extraction in single corbel

表 1　单侧牛腿结点和洞口信息

Table 1　　Node and hole information in single corbel

洞口编号

①
②
③
④
⑤

结点信息

D、C、B

E、C、D

F、H、E、D

H、J、E

K、J、H

结点编号

B

C

D

E

F

H

J

K

洞口信息

①
①②

①②③
②③④

③
③④⑤

④⑤
⑤
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3.2　开洞深梁

开洞深梁是一类重要的混凝土构件，洞口使得深梁应力分布趋于复杂。开洞深梁的计算简图和 MMC优

化结构如图 9所示。MMC 拓扑优化中，混凝土弹性模量为 2 0820 MPa，泊松比为 0.15，构件的厚度为 400 mm，

容许体积比为 0.35。采用四结点的等参平面应力单元对设计域进行有限元离散，有限元单元的边长为 50 mm，

有限单元总数为 13 200。开洞深梁初始拓扑由 36 个组件构成。经过 309 次迭代，达到最优拓扑，最小柔度目

标值为 17.11 kJ。

开洞深梁 MMC 优化结构的边界由 1 280 个点进行离散。通过 crust算法形成优化结构的近似边界（见图

10（b））。通过近似边界分析，可识别出该优化结构有 3 个洞口。开洞深梁边界离散点的 Voronoi 图，如图 11

所示。开洞深梁骨架和框架提取分别如图 12 和图 13 所示。

图 8　单侧牛腿形状优化

Fig. 8　　Shape optimization in single corbel

表 2　单侧牛腿形状优化前后结点平面坐标

Table 2　　Plane coordinates of nodes before and after shape optimization in single corbel

结点编号

A

B

C

D

E

F

G

H

J

K

L

结点平面坐标/cm

横坐标

0.0(0.0)*

39.8(37.1)

15.2(13.3)

44.9(48.9)

15.4(13.3)

90.7(94.8)

95.0(95.0)

45.6(48.9)

12.7(13.3)

39.1(38.9)

0.0(0.0)

纵坐标

0.0(0.0)

58.6(52.2)

76.2(75.2)

99.9(97.9)

130.5(135.0)

147.4(135.0)

170.0(170.0)

172.5(172.1)

191.8(190.7)

212.6(217.8)

270.0(270.0)

注：*括号内数据为施加上下限、平行和对称约束的形状优化后坐标。
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在开洞深梁的 STM 中，左侧的倾斜杆件部分跨越了洞口，如图 14（a）所示，这一点可以在形状优化中通

过约束加以解决。形状优化后 STM，如图 14（b）所示。开洞深梁形状优化前后结点平面坐标，如表 3 所示。

图 9　开洞深梁计算简图和 MMC优化结构

Fig. 9　　Calculation diagram and optimized structure by MMC of deep beam with opening

图 10　开洞深梁边界离散点和近似边界

Fig. 10　　Discrete points on the boundaries and approximate boundaries in deep beam with opening

图 11　开洞深梁 Voronoi图

Fig. 11　　Voronoi diagram in deep beam with opening
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图 12　开洞深梁骨架提取

Fig. 12　　Skeleton extraction in deep beam with opening

图 13　开洞深梁框架提取

Fig. 13　　Frame extraction in deep beam with opening

图 14　开洞深梁框架结构和形状优化

Fig. 14　　Frame structure and shape optimization in deep beam with opening

表 3　开洞深梁形状优化前后结点平面坐标

Table 3　　Plane coordinates of nodes before and after shape optimization in deep beam with opening

结点编号

A

B

C

D

E

结点平面坐标/cm

横坐标

0.0(0.0)*

86.0(70.2)

442.2(425.6)

470.0(470.0)

750.0(750.0)

纵坐标

0.0(0.0)

294.4(298.7)

29.1(33.6)

470.0(470.0)

0.0(0.0)

注：*括号内数据为形状优化后坐标。
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4　结  论

针对 MMC 拓扑优化的 STM 构建，利用 Voronoi骨架提取和形状优化，建立了显式拓扑优化的 STM 自动

提取方法，并通过单侧牛腿和开洞深梁验证了其有效性，得到如下结论：

1） STM 自动提取方法构建了受力合理且几何规则的 STM。

2） Voronoi骨架提取法从 MMC 优化结构提取了光滑的中轴骨架。

3）以类桁架指数为约束的形状优化实现了 STM 从框架结构到桁架结构的质变。
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