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接触问题的三角形载荷离散 FFT 加速算法
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摘要：接触问题控制方程的有效求解，往往涉及到复杂的数学理论知识，而在实际工程应用中，

接触应力分布又具有高度随机性。为高效快速求解任意载荷分布下固体的接触响应，基于三角形

载荷离散单元，嵌入离散卷积快速傅里叶变换（DC-FFT）算法，提供了一种高精度、高可靠度的计算

方法。相比于通常采用的分段均布载荷离散方法，三角形单元的解析求解略显复杂，但能更好地模

拟接触载荷任意分布的特性，对于接触边缘处载荷由零递增或递减为零的情况，也可以予以充分考

虑。为优化三角形载荷离散单元的求解方法，根据接触影响系数矩阵的“激励−响应”特性，推导了

三角形载荷单元和均布载荷单元作用下的应力分量解析解。通过构造包含影响系数矩阵的离散卷

积形式应力解，将某一目标节点在所有载荷单元作用下，重复度极高的矩阵运算叠加过程，采用

DC-FFT 算法来简化加速计算。通过程序编程计算，分析验证了所提出算法的精确度和高效性。
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triangular element discretization

CHEN　Nan1a, ZHU　Kai1a, JIANG　Zhizhen1a, GONG　Shiyu1a, LI　Pu2, JIN　Xiaoqing1a,1b

(1a. College of Aerospace Engineering; 1b. State Key Laboratory of Mechanical Transmissions, 

Chongqing University, Chongqing 400044, P. R. China; 2. School of Science, Harbin Institute of 

Technology, Shenzhen 518055, Guangdong, P. R. China)

Abstract: Effectively solving the governing equations for contact problems often involves complex mathematical 

theory, while the distribution of contact stress is highly random in practical engineering applications. This study 

proposes a novel algorithm based on the triangular load discrete element and the discrete convolution fast Fourier 

transform (DC-FFT) algorithm. This algorithm provides a high-precision and reliable method for efficiently 

solving the contact response of a solid under any load distribution. Compared to the commonly used uniform load 

element discrete method, the analytical solution of the triangular element is more complex. However, it better 

simulates the characteristics of contact load distribution, accounting for situations where the load at the contact 
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edge increases from zero or decreases to zero. The stress component under the action of the triangular and uniform 

load elements is derived based on the “excitation-response” characteristics of the contact influence coefficient 

matrix. This information is used to optimize the solution method of the triangular load discrete element. By 

constructing the stress solution in the form of a discrete convolution, including the influence coefficient matrix, 

the stress superposition effect of a target node under the action of all elements can be further simplified and 

accelerated by using the DC-FFT algorithm for highly repetitive matrix calculations. Programming and calculation 

analysis show that the proposed algorithm based on the triangular load element is accurate and efficient.

Keywords: triangular element; contact stress; DC-FFT; numerical solution; stress field

随着机械装备在高速度、高频率和高精度等方面的需求越发苛刻，由局部压力波动和微观接触形貌所造

成的影响变得越发不可忽视 [1]，由此引起的表界面接触应力，进一步呈现出更加随机和任意的分布特征。对

上述接触应力分布的高精度捕捉和分析，是揭示机械零部件失效和破坏的重要理论依据。然而，由于任意载

荷分布情况下的封闭解析解很难获得，数值计算方法成为求解此类问题的一种有效而通用的手段。早期对

这类问题的研究是通过应用已知函数的无穷级数代替表面接触压力分布来求解的 [2]，但是这种方法必须选择

正确的已知函数，否则会导致极大的误差，而大多数情况下这些函数却很难得到。Nowell等 [3]利用三角形离

散单元求解平面薄层弹性接触问题的方法，显示出了较高的计算精度，为任意分布载荷的接触问题分析提供

了一种有效思路，然而该方法消耗的时间较长。

在数值求解接触问题时，由于在目标域边界处容易产生周期性误差，为了获得更准确的结果，常常要以计

算效率为代价，选择远大于目标尺寸的计算域，来弥补计算结果的误差。基于快速傅里叶变换（fast Fourier 

transform，FFT）的接触问题分析方法能大大减小计算负担，是解决大规模复杂问题的有力工具。Ju 等 [4]首次将

FFT 引入到计算接触问题的线性卷积过程中，他们利用傅里叶变换将接触的时域问题转换为傅里叶空间下

的频域问题，通过结合频谱分析和 FFT，为粗糙表面接触的计算提供一种高效的技术。相关研究表明 [5⁃6]，离

散卷积快速傅里叶变换（discrete convolution fast Fourier transform，DC-FFT）算法在处理复杂的平面接触问题

时更便捷、更有效。Wang 等 [7]总结了涉及快速傅里叶变换（FFT）的不同算法，对不同的接触问题、误差控制，

以及不同几何形状、材料和物理问题的求解方案进行了分析。Li等 [8]利用 FFT 研究了无黏着接触区内外的表

面张力。基于 FFT 的数值方法也适用研究粗糙表面的微动接触问题 [9]。快速傅里叶变换也可以通过和

Westergaard 基本解结合，来有效地解决约束最小化问题，严格验证接触正交性 [10]。Yu 等 [11]将 FFT 与共轭梯度

法相结合，用于研究三维热弹性滚动接触的稳态模型。在研究微动接触和微滑接触时 [12]，共轭梯度法和 FFT

的结合显示出来更高的计算效率和准确性。在接触球轴承的研究中 [13]，FFT 可以被用来求解椭圆接触下，有

油膜润滑的轴承内部接触载荷的分布。黏弹性问题的瞬态及稳态响应也可以通过 FFT 来提高计算效率 [14]。

在复杂接触应力情况下，为达到计算精度和计算消耗时间的优化，笔者提出用重叠的三角形单元离散任

意函数形式分布的表面接触应力，来求解受载固体内任意位置应力的方法。推导均布载荷单元和三角形载

荷下的单元解，并进一步获得卷积形式的应力公式，通过借助 DC-FFT 方法，实现加速计算。通过考虑赫兹

分布形式的接触应力，数值解与解析解显示出较好的吻合度，验证了所提出的数值计算方案的有效性。此

外，通过控制单元宽度和单元数量，对比均布载荷单元离散与三角形单元离散计算出的应力场，通过对比分

析 2 种离散方法的相对误差，表明所提出的基于三角形载荷单元的快速傅立叶计算方法的优越性。最后，给

出单元直接叠加方法与本文算法的效率对比，分析不同单元数量对 CPU 时间的影响。

1　任意载荷作用下弹性半平面模型

在弹性半平面接触问题中，由于接触问题的复杂性，可能会导致接触表面载荷分布的随意性，表面接触

区域 ( l, c ) 上的任意载荷可分解为法向载荷 p ( t ) 及切向载荷 q ( t )，如图 1 所示。

在表面距离 O 点 t处取微元宽度 dt，则点 ( x, z ) 处的应力分量可以表示为
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（1）

式（1）中包含奇异积分项。在载荷 p ( t )，q ( t ) 较复杂的情况下，各应力分量的解析求解较为困难，因此，

通常采用数值方法进行离散求解。

2　数值方法

2.1　均布载荷单元的单元解

现行数值计算方法，通常采用分段均布载荷单元对载荷进行离散，当单元划分得足够精细时也可以较好

地接近真实解。均布载荷单元载荷如图 2 所示，载荷分布区域半宽为 b，常数 p、q 分别为法向和切向载荷的

大小，r1、r2、r分别为表面上（b，0）（−b，0）、O 到响应点（x，z）的距离。

将载荷 p 代入公式(1)，推导得到法向均布载荷单元作用下响应点的各应力分量为  

图 1　接触表面受任意载荷

Fig. 1　　Contact surfaces subjected to arbitrary loads

图 2　均布载荷单元载荷

Fig. 2　　Uniform load element load
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其中，
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同理，代入 q，得到切向均布单元载荷作用下响应点的各应力分量为  
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 （4）

利用均布单元离散任意载荷分布的接触问题时，由于相邻单元的载荷大小不尽相同，导致各个单元之间

的连接是跳跃间断的。应用该方法求解位移时，会出现单元交接处的位移梯度无穷大，进而得到的结果也不

够光滑连续，尤其是当接触载荷从零开始变化的时候，任意载荷大小的均布单元也无法捕捉到接触边界上载

荷为零的情况。

2.2　三角形载荷的单元解

为克服上述均布载荷单元的不足，将受载面上任意法向和切向载荷用一系列重叠等宽的三角形单元进

行离散。相应的单个三角形分布的载荷单元如图 3 所示。

由图 3 可知，三角形单元的法向和切向载荷在-a～a的范围内，从 0 线性增加至最大值，再线性减小为 0。
该三角形单元的半宽为 a，单元载荷的公式为

图 3　三角形单元载荷

Fig. 3　　Triangular element load
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p ( t ) =
p0

a
( a - || t ) , || t ≤ a  ,

q ( t ) =
q0

a
( a - || t ) , || t ≤ a  。

 （5）

用 x 表示半平面内响应点（x，z）与三角形单元底边中点在 t 轴方向的相对距离，z 表示响应点在 z 方向的

深度，将表面上（−a，0）（a，0）、O 到（x，z）的距离用 d1、d2、d 表示
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（6）

将式（5）代入式（1），经过一系列积分运算与简化，得三角形分布法向载荷 p0 作用下各应力分量为
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（7）

同理，三角形分布切向载荷 q0作用下半平面内任意一点 H ( x, z ) 处各应力分量为
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（8）

需要指出的是，式（7）～（8）与文献[15]相应的公式不同，本文公式更加清晰地显示出了场点和源点之间

的作用关系，采用本文的形式可以更好地利用离散卷积的性质，便于后续的加速计算。

3　数值求解

3.1　三角形、均布载荷离散方法

对任意分布的载荷用一系列重叠等宽的三角形单元进行离散，如图 4 所示。

将载荷划分为 n 个单元，从左到右编号依次从 1 递增到 n，其第 j个单元底边中点位置为 ( xj , 0 )，用 xij 表示

任意深度 z = k 的第 j 个三角形单元与响应点 ( xi , zk )在 x 方向的相对距离 | xi - xj |，i 表示计算区域内的第 i 个

单元。在该法向单元载荷作用下，响应点处 x方向的应力为

{σ x}ij
= - pj

πa
é
ë
êêêê( a - xij ) arctan

a - xij

zk

+ ( xij + a ) arctan
a + xij

zk

ù
û
úúúú-2x arctan

xij

zk

+ 2zk ln
d 2

d1 d2

， （9）

式中，

图 4　三角形单元离散任意载荷

Fig. 4　　Discrete arbitrary loads with triangular elements
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取应力函数的影响系数 T j - i 为
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受载半平面内任意位置点 ( xi , zk )在 n 个三角形载荷单元的叠加作用下，其 x方向的应力可表示为：

σ xi
=∑

j = 1

n

Tj - i p j 。 （12）

同理，其他方向以及切向力作用下的应力均可表示为相同的形式。

均布载荷单元离散如图 5 所示，叠加思想过程与三角形离散过程相同。

3.2　离散卷积快速傅里叶变换求解

本文研究的问题可以利用“激励−响应”机制求解，弹性基体次表层的各应力分布，都是表面上 n 个三角

形单元叠加作用下的响应，可以写成如下卷积形式，其中*表示卷积

( f *g ) ( x ) = f ( x ) *g ( x ) =∫-∞

∞

f ( α ) g ( x - α ) dα  。 （13）

对于所有变量都仅与相对距离相关的连续系统，可以利用快速傅里叶变换来解决计算规模庞大的复杂

问题。为方便编程计算，将半平面离散为合适尺寸的均布载荷单元，如图 5 所示。在载荷作用范围内，深度

为 z的平面上取相同数量 n 个均布载荷区域的节点，利用式（12），该 n 个节点的应力值可表示为如下应力影响

矩阵 T j - i 与载荷矩阵 P j 的乘积，即
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 。 （14）

式 (14)影响矩阵为 n 阶 Toeplitz 矩阵，为引入 FFT 算法，需将影响矩阵扩充为循环矩阵。现取其首列、首

行来构造包卷循环 a2n，

a2n = [ T0 T1 ⋯ Tn - 1 0 T1 - n ⋯ T-1 ]
T
 。 （15）

将这个包卷循环作为循环矩阵 C 2n 的第一列，利用循环矩阵的性质来将矩阵补充完整。载荷矩阵 P n 通

过在第 n 项后补 n 个 0，将其扩充成为 2n 项，得到 P 2n。则扩充后的应力分量表示为

σ2n = C 2n P 2n = C 2n
é
ë
êêêê ù

û
úúúúP n

0n

= é
ë
êêêê ù

û
úúúúT j - i P n

Θ
= é
ë
êêêê ù

û
úúúúσn

Θ
 ， （16）

式中，Θ表示多余项，与求解无关，原本需要求解的应力矩阵就是扩充运算后σ2n的前 n项。利用循环矩阵如下性质

图 5　均布载荷单元离散任意载荷

Fig. 5　　Arbitrary loads discretized by uniform load elements
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C 2n = F -1
2n diag ( F 2n a2n ) F 2n 。 （17）

式中，F 2n 是离散傅里叶矩阵，diag 函数用于构造一个对角矩阵，式(17)代入式(16)得

σ2n = C 2n P 2n = F -1
2n diag ( F 2n a2n ) F 2n P 2n 。 （18）

式（18）两边左乘离散傅里叶矩阵得

F 2nσ2n = F 2n F -1
2n diag ( F 2n a2n ) F 2n P 2n = diag ( F 2n a2n ) F 2n P 2n 。 （19）

由式（19）可知，求解扩展后的应力矩阵时只需对式(15)以及载荷矩阵 P 2n 做傅里叶变换后对应项相乘，再

对整体做一次逆变换即可：

σ2n = F -1
2n [ diag ( F 2n a2n ) F 2n P 2n ] 。 （20）

最终取 σ2n 的前 n 项即所求节点的应力矩阵。引入离散傅里叶矩阵可以细化运算结构，把原始高阶矩阵

运算，依次分解成一系列低阶矩阵运算。充分利用离散傅里叶变换所具有的对称性质和周期性质，并进行适

当组合，就可以去除重复计算，减少计算过程中的乘法运算，让整体的运算结构更清晰简便，这就是快速傅里

叶变换应用在此类“激励−响应”系统中起到加速效果的机理。而且在具体运用中涉及到的计算规模越大，

FFT 算法在计算效率上的优越性就越显著。

4　结果与讨论

4.1　三角形单元离散数值解验证

为验证三角形单元离散数值解法的有效性，现引入赫兹型的接触载荷，如式(21)所示，

P ( x ) = P 0 1 - x2

r 2
 。 （21）

切向载荷大小是法向载荷的 0.3 倍，载荷半径 r为 5 mm，中心轴为 z轴，P 0 为 100 MPa。第 j个三角形离散

单元的顶点处对应的法向载荷为

P ( j ) = P 0 1 - xj
2

r 2
 。 （22）

将接触应力分为 40 个离散单元，每个单元半宽 a = 0.25 mm，将受载半平面用 0.25 mm × 0.25 mm 的正方

形单元进行离散，如图 6 所示。

利用 Fortran 编程计算，将赫兹型载荷解析解得到的结果与相同接触应力作用下三角形单元离散方法得

到的各应力分量进行对比验证。

图 7是法向力作用下深度为 1 mm 时，x从−4 mm 到 4 mm 各节点上三角形离散数值解与解析解各应力分量

对比。图 7中，3条曲线分别是通过解析法计算得出的 σ xx、σ zz、σ xz 值，相同颜色散点是三角形单元离散数值方

法计算得出的对应的应力值。图 8是切向力作用下 2种方法得到的各应力值对比。观察可知，此种方法得到的

数值解与解析解无论在法向还是切向接触应力的作用下，深度为 1 mm 处各应力分量都能保持较高的吻合度。

图 6　三角形单元离散赫兹型载荷

Fig. 6　　Discrete Hertzian loads with triangular elements
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为验证本文数值算法的有效性，对比验证了受法向与切向载荷共同作用且接触平面下深度 z 分别为

0.25、1.25、2.25 mm 时，解析解和数值解得到的各节点应力响应，如图 9~11 所示。

在法向与切向载荷共同作用下，三角形离散数值方法求得的不同深度各应力分量 (散点)数值解也可以

与解析解(曲线)保持很好的吻合度。图 10 中 z 方向应力值在 z = 1.25 时，偏差相对较大，经计算，该组数据中

图 9　σx 数值解与解析解对比

Fig. 9　　Comparison of σx for analytical and 

numerical solutions

图 10　σz数值解与解析解对比

Fig. 10　　Comparison of σz for analytical and 

numerical solutions

图 11　σxz数值解与解析解对比

Fig. 11　　Comparison of σxz for analytical and numerical solutions

图 7　法向力作用下各应力对比

Fig. 7　　Comparison of stresses under normal force

图 8　切向力作用下各应力对比

Fig. 8　　Comparison of stresses under tangential force
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数值解与解析解的平均相对误差实际只有 0.123%，这并不影响本数值方法的有效性。经计算，在总宽

10 mm，单元宽度为 0.25 mm 的情况下，受载半平面内各点的应力分量数值解和解析解的相对误差平均值仅

为 0.048 7%。因此，利用一系列重叠等宽的三角形单元离散表面接触应力，进行数值计算是可行的。

4.2　三角形单元离散与均布载荷单元离散数值解对比

利用 3.1 节中提到的数值计算方法，用均布载荷单元离散法向和切向接触应力，通过 Fortran 编程计算，得

到受载半平面内各节点应力场数值解。将接触平面深度 z = 0.25 mm 处的各节点均布载荷单元离散数值解、三

角形单元离散数值解与赫兹解析解的相对误差作对比，如图 12～13所示。

由图 12～13观察可知，在相同的单元宽度和单元数量下，用三角形单元进行离散比用均布载荷单元离散得

到的各应力分量数值解与解析解的相对误差更小。为更全面地观察 2种离散方法的准确性，用各应力分量换算

得到 Mises屈服应力，将数值方法得到的在接触面下 z = 1 mm时，x从−3 mm到 3 mm的一系列节点上 Mises屈服

应力相对解析解的误差值进行对比，得到结果如表 1所示。

由表 1 分析可知，均布载荷离散数值解与相同位置 Mises 应力解析解的相对误差比三角形离散数值解与

相同位置 Mises 应力解析解的相对误差大一倍。这验证了三角形单元离散的方法由于各个单元之间不存在

跳跃式的间断，而是相互重叠，使单元与单元之间过渡更加平稳，与原本光滑连续的接触应力实际作用情况

更为接近，所以在计算精度上要优于普通的均布载荷离散方法。

图 12　σz数值解与解析解相对误差对比

Fig. 12　　Comparison of relative errors for σz

图 13　σx 数值解与解析解相对误差对比

Fig. 13　　Comparison of relative errors for σx

表 1　Mises应力相对误差对比

Table 1　　Comparison of relative error of Mises stresses

x/mm

−3

−2

−1

0

1

2

3

平均误差

均布载荷单元/%

0.169 79

0.106 68

0.074 45

0.056 01

0.045 23

0.041 20

0.052 87

0.078 03

三角形单元/%

0.088 08

0.063 04

0.045 63

0.033 98

0.025 70

0.020 11

0.022 21

0.042 68
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4.3　DC-FFT与直接计算效率对比

在数值离散方法中，离散单元越精细，数量越多，就越会得到更接近真实解的结果，但这也会带来极大的

计算量，所以采用更为高效的计算方法来提高运算效率非常必要。DC-FFT 方法可以将原本 N 阶离散傅里

叶变换的时间复杂度从 O ( N 2 )降到 O ( NlogN )，其中 О表示算法复杂度的阶次范畴，运算的复杂度越高，

DC-FFT 方法节约的运算成本就越大。为了对比本文算法和直接计算方法在计算效率上的具体差距，分别用

这 2 种方法求解法向载荷作用下半平面深度为 1 mm 的一系列节点的 x 方向应力，通过改变计算的节点数量，

对比 2 种计算方法所需 CPU 时间，得到结果如表 2 所示。

由表 2 可知，计算 213 个节点的应力值时，2 种方法计算耗时相差 184 倍。随着计算量增加，可以看到，节

点数从 213 个增加到 218 个的过程中，直接计算所需要的 CPU 时间急剧增加，而用 FFT 计算所需的时间却始终

不到 0.1 s，在计算量增加到 218 个节点时，DC-FFT 方法所需时间刚好超过 0.1 s，而直接计算消耗的计算时间

已经接近 1 h，从比率上看两者时间更是相差 34 957 倍。以这样的趋势和 DC-FFT 方法的特性上看，在需要精

确计算基体更大区域范围内各应力分量时，由于计算规模急剧增加，2 种方法所消耗的计算资源差距也会更

加明显。因此，DC-FFT 方法是能稳定高效地得到相当高精度数值解的优质算法。

5　结  论

提出了一种高效的数值化计算方法，用以快速求解复杂接触应力情况下基体内部应力场。主要得到如

下结论：

1）分别获得了在三角形和分段均布接触载荷分布下，基体内任意点应力的显式解析解；

2）通过与快速傅里叶变换算法相结合，分别构建了基于三角形和分段均布接触载荷单元的高效计算

方案；

3）相比于分段均布载荷的矩形离散算法，在相同单元数和单元宽度下，基于三角形接触载荷单元的离散

算法得到的数值解更精确。

4）基于三角形接触载荷单元和离散卷积−快速傅里叶变换算法（DC-FFT）所构建的计算方案，具有优异

的鲁棒性、计算效率和计算精度。
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