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摘要：为了解决工程实际中材料质量不均匀分布对双摆系统运动的影响，在均质物理双摆模型

的基础上，将摆的质心位置和摆的转动惯量提取为变量，建立非均质双摆模型。将非均质双摆系统

由 Hamilton 系统近似为拟 Hamilton 系统，运用双自由度的 Melnikov 法，得到拟 Hamilton 系统存在

Smale 马蹄意义下混沌的能量阈值，以此作为 Hamilton 系统的混沌条件。利用最大 Lyapunov 指数

图、分岔图、Poincaré 截面图等数值方法验证混沌条件的正确性，并详细分析了各参数对系统运动状

态的影响和作用机制。结果表明，非均质双摆的混沌阈值有较高复杂性，而且摆长、摆重、第一摆的

质心位置同时影响着系统的能量与混沌阈值，解释了质心位置和转动惯量等参数发生变化时，系统

在混沌和拟周期之间交替变换的原因。进一步研究了参数取值与 Melnikov 法适用性之间的关系，

通过数值仿真分类讨论了 Melnikov 法不适用时的参数取值情况。
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Abstract: To address the impact of materials with uneven mass distribution on the motion of double pendulum 

systems in engineering practice, a heterogeneous double pendulum model was established based on the 

homogeneous physical double pendulum model. This model incorporated variables, such as the position of the 

center of mass and the moment of inertia of the pendulum. To further explore the chaotic characteristics of the 

system, the heterogeneous double pendulum system was approximated from a Hamilton system to a quasi-

Hamilton system. The dynamics equation of the double pendulum system was obtained using the Euler-Lagrange 

equation of the second kind. The energy threshold for Smale horseshoe chaos in the quasi-Hamiltonian system 

was determined using Melnikov method with two degrees of freedom, serving as the chaos condition for the 

Hamiltonian system. Through programming in Matlab, the correctness of the chaos condition was verified using 

numerical methods such as maximum Lyapunov exponential diagram, bifurcation diagram and Poincare section 
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diagram. The influence of each parameter on the system ’ s motion state and action mechanism was analyzed in 

detail. The results show that the chaos threshold of heterogeneous double pendulums depends on various factors, 

including the initial energy of the double pendulums, the position of the center of mass of the first pendulums and 

the ratio of the moment of inertia of the two pendulums. With different values for each parameter, the system 

changes from a regular motion state with a chaos threshold to an irregular and complex motion state without a 

chaos threshold. The reasons for the system alternating between chaotic and quasi-periodic states were explained, 

and theoretical predictions were validated. The differences between the theoretical threshold and actual numerical 

simulation results were explained when the center of mass of the first pendulum, the mass ratio of the two 

pendulums, and the ratio of moment of inertia of the two pendulums were set to their limit values. On this basis, 

the relationship between parameter values and the applicability of Melnikov method were further explored, and 

the parameters under which Melnikov method was no longer applicable were discussed by numerical simulation 

classification.

Keywords: heterogeneous physical double pendulum; chaos; quasi-period; Melnikov method

双摆广泛地应用于生活、工程与科学中。生活中，人的身体摆动 [1]、高尔夫球挥杆 [2]与网球挥拍 [3]等常见

动作以及工程上的机械臂 [4]、机械足 [5]、各种类型的起重机 [6⁃8]、隔振器 [9]、能量收集装置 [10]都可以简化为双摆模

型。在科学上，范洪义等 [11]通过摆、小车和弹簧的互相牵制效应研究了量子纠缠的经典类比问题。陈汉军

等 [12]通过对双物理摆混沌结果的研究，给一种新型振动机的参数设计提供了理论依据。Ford 等 [13]相信双摆

作为一个简单的二自由度模型，很适用于测试量子力学能否描述经典混沌系统的观测实验，对经典混沌的量

子对应研究意义重大。因此，双摆的混沌问题备受关注。

Stachowiak 等 [14]通过 Poincaré 截面图研究平面数学双摆，研究表明系统的运动状态与能量密切相关，在

零能量极限时，双摆做周期运动，随着能量的增加，双摆将从周期运动转变为准周期运动，进而转变为混沌运

动。赵武等 [15]、刘丁杨等 [16]和 Han 等 [17]应用 Melnikov 法研究了不同复杂摆系统的混沌阈值，并通过数值模拟

加以验证。Maiti等 [18]研究了旋转双摆的混沌特性，发现系统的内共振将导致混沌。Bi等 [19]使用 Normal Form

理论分析了自治双摆系统在 1:1 内共振时的分岔特性，研究表明当存在周期激励时，系统会按周期倍化的道

路通向混沌；没有周期激励时，参数的改变也会影响其解的稳定性。Martynyuk 等 [20]利用动态对称原理分析

对双摆产生混沌运动的条件，证明了双摆质量比较大时，双摆存在有条件的周期性轨迹和混沌轨迹。Calvão

等 [21]不仅比较了分岔图、最大 Lyapunov 指数谱图、功率谱图、傅里叶变换图、时间历程图等不同方法在混沌研

究中的优缺点，而且研究了两摆初始角度对双摆混沌的影响。Oiwa 等 [22]通过 Kosambi-Cartan-Chern 理论研

究了双摆的雅可比稳定性，给出了雅可比稳定性条件，通过 Lyapunov 指数和 Poincaré 截面图，发现雅可比不

稳定区域与混沌行为的开始有关。Kovacic 等 [23]研究了物理双摆在低能级时的非线性正则模态，通过谐波平

衡法和 Lindstedt-Poincaré法分析了系统非线性振动的情况，结合数值仿真比较 2 种方法在不同情况下的优缺

点。Dudkowski等 [24]通过数值方法和实验研究了具有参数激励的机械双摆，研究表明系统不规则运动的距离

对参数和初始条件都非常敏感，而动态响应的特性严格依赖于激励参数。

综上所述，对于双摆大都集中在采用 Lyapunov 指数、分岔图和 Poincaré 图等数值方法研究系统的混沌

性，一部分理论是在研究双摆稳定性之后，再考虑系统稳定性和混沌性的关系，少有对双摆混沌性的理论研

究以及能判断系统出现混沌的理论阈值的研究。笔者考虑实际工程中材料非均质的特点，建立非均质物理

双摆模型，应用二自由度 Melnikov 法 [25]研究非均质双摆系统的混沌性质，从理论上得到系统的混沌阈值，更

加深入地探究双摆转动惯量对混沌阈值的影响，揭示双摆系统在各参数变化下诱发能量改变来对系统运动

状态产生的影响，并通过数值方法验证其正确性。
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1　非均质物理双摆的动力学方程

图 1 为非均质物理双摆模型。

该模型仅由 2 杆连接而成，假设 2 杆为刚性非均质直杆，建立如图 1 所示的平面直角坐标系，记第二摆端

点为 P 点，其坐标表示为（x，y）；2 杆与竖直面的夹角为 θ1、θ2，2 杆角速度为 θ̇1、θ̇2；杆长分别为 l1、l2，假定铰接处

到质心的距离分别为
l1

k1

、l2

k2

，其中（k1，k2）∈（1，+∞）；质量大小分别为 m1、m2，绕质心轴的转动惯量分别为 J1、J2；

取重力加速度 g=9.81 m/s2，其余参数的单位与 g 的单位相一致，系统总动能为

T =
1
2 ( m 1

k 2
1

+ m 2) l 2
1 θ̇ 2

1 +
1
2

J1 θ̇ 2
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1
2

J2 θ̇ 2
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2

m 2

é
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ê ù

û
úúúú

l 2
2

k 2
2

θ̇ 2
2 +

2l1 l2 θ̇1 θ̇2

k2

cos ( )θ1 - θ2  。 （1）

系统总势能为

V = ( m 1

k1

+ m 2) gl1 (1 - cos θ1) +
1
k2

m 2 gl2 (1 - cos θ2) 。 （2）

Euler-Lagrange第二类方程为

d
dt ( ∂Lg

∂θ̇ j
) - ∂Lg

∂θ j

= 0， （3）

式中，Lg = T - V，因此，由式（3）得非均质物理双摆的微分方程组
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（4）

将式（4）化为一阶微分方程组，并令
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以改写为式（5）。
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(5)

图 1　非均质双摆模型

Fig. 1　　A heterogeneous double pendulum model
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2　Melnikov法分析非均质物理双摆

Melnikov 法是通过构建拟 Hamilton 系统的 Melnikov 函数来获取系统混沌阈值的解析方法。双摆系统

的 Hamilton 函数就是系统的机械能函数，则双摆系统的 Hamilton 函数 H 可以表示为式（6）。

H =
1
2 ( m 1

k 2
1

+ m 2) l 2
1 θ̇ 2

1 +
1
2

m 2 ( l 2
2

k 2
2
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2 +

2l1 l2 θ̇1 θ̇2

k2

cos (θ1 - θ2) ) +
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1
2

J2 θ̇ 2
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1
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m 2 gl2 (1 - cos θ2) + ( m 1

k1

+ m 2) gl1 (1 - cos θ1)。
（6）

对式（6）中的余弦项 cos (θ1 - θ2 )进行放缩处理，取
cos ( )θ1 - θ2

k2 g
为 ε1；对 cos θ2 进行泰勒展开有 cos θ2 =

1 - θ 2
2

2！
+

cos ξ
4！

θ 4
2，取 Lagrange余项的常数项

cos ( )ξ
24 (0 < ξ < θ2 )为 ε2，因此式（6）化为式（7）。
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（7）

式中，ε1、ε2 都远小于 1，可以看作微小扰动，且 ε1、ε2 数值上相差不大，为方便计算，统一用 ε代替。因此，拟

Hamilton 系统能量函数 H e 可整理为两相平面函数 F1（θ1，θ̇1）、F2（θ2，θ̇2）与微扰函数 H ′的和，如式（8）所示。
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H ′= m 2 l1 l2 gθ̇1 θ̇2 - 1
k2

m 2 gl2θ 4
2 。

（8）

由 F1（θ1，θ̇1）可知，相平面（θ1，θ̇1）存在中心（0，0），在 θ1 ∈（−2π，2π）上有双曲鞍点（−π，0）（π，0），存在 2 条

经过 2 点的异宿轨道，将（−π，0）（π，0）代入 F1（θ1，θ̇1）得对应的 Hamilton 量为 h1 = 2 ( m 1

k1

+ m 2 ) gl1。

引入变量（I，t），做如式 (9)的变换 (θ2，θ̇2)➝（I，t）。将式（9）分别代入式（8）的 F2（θ2，θ̇2）和 H' 中，得到

式（10），可见相平面（θ2，θ̇2）中仅存在以 I为参数的周期轨道。
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若令 1 - cos θ1 =
1
2
θ 2

1 - 1
24

θ 4
1 + o (θ 6

1 )，略去 Peano 余项后代入式（8）中的 F1（θ1，θ̇1），则（θ1，θ̇1）上的异宿

轨道参数化为
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当系统的 Hamilton 量 H < h1 时，相平面（θ1，θ̇1）的轨迹始终在式（11）所围的异宿圈上，当系统的 Hamilton

量 H > h1 时，相平面（θ1，θ̇1）上存在不稳定流形。稳定流形和不稳定流形之间的距离由 Melnikov 函数 [26]表示，

如式（12）所示。
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+∞

∑
i = 1

2 ( )∂F 1

∂θ i

∂H ′

∂θ̇ i

- ∂F 1

∂θ̇ i

∂H ′
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π) sin ( m 2 l2 k2 g
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2 + k 2
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（12）

由式（12）可知，Melnikov 函数为振荡型，存在简单零点，则 Poincaré 映射存在横截异宿点，由 Smale-

Birkhoff 同宿定理可知，系统存在 Smale 马蹄意义下的混沌。综上可知，当 ε充分小时，拟 Hamilton 系统在

H ≥ 2 ( m 1

k1

+ m 2 ) gl1 的能量条件下存在横截异宿点，系统将呈现混沌的性质。拟 Hamilton 系统在相平面

（θ2，θ̇2）上没有不稳定流形，也就不存在横截异宿点，因此只需讨论存在不稳定流形的相平面（θ1，θ̇1）。而对

于 Hamilton 系统，相平面（θ2，θ̇2）上的相轨道并非纯粹的周期轨道，可能存在不稳定流形；不略去 Peano 余

项，F1（θ1，θ̇1）也无法参数化，这些因素或多或少会影响系统的混沌性。但 H ≥ 2 ( m 1

k1

+ m 2 ) gl1 的混沌阈值依

然有一定的预测作用。

前面是在相平面（θ1，θ̇1）上求得第 1 个混沌阈值。若对余弦项 cos θ1 进行泰勒展开，做变换 (θ1，θ̇1)➝
（I，t），重复上述步骤，也可以得到相似的结论：当 ε充分小时，拟 Hamilton 系统在 H ≥ 2

k2

m 2 gl2 的能量条件下

存在横截同宿点；对于 Hamilton 系统，在 H <
2
k2

m 2 gl2 时也可能处于混沌状态。对整个系统而言，无论在哪一

相 平 面 上 ，只 要 存 在 横 截 同 宿 点 就 意 味 着 系 统 处 于 混 沌 状 态 ，因 此 双 摆 系 统 的 理 论 混 沌 阈 值 H ≥
min

ì
í
î

2 ( m 1

k1

+ m 2 ) gl1，
2
k2

m 2 gl2

ü
ý
þ
。

3　数值仿真验证混沌条件

本节将通过数值方法讨论双摆系统理论混沌阈值的适用条件，并且 θ1、θ2、θ̇1、θ̇2 特指初始时刻的系统参数。

3.1　仅考虑动能的混沌条件数值模拟验证

观察 Hamilton 函数式与混沌条件 H ≥ min
ì
í
î

2 ( m 1

k1

+ m 2 ) gl1，
2
k2

m 2 gl2

ü
ý
þ
可知，双摆系统的 Hamilton 量由

（θ1，θ2，θ̇1，θ̇2，m1，m2，l1，l2）8 个物理量构成，而混沌条件仅包含（m1，m2，l1，l2），因此可以推测，在（θ1，θ2，m1，
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m2，l1，l2）相同的参数条件下，（θ̇1，θ̇2）越大，越有可能超越混沌阈值。

为验证上述推测，本节选取均质杆进行验证，均质杆可以看作非均质杆取 k1 = k2 = 2，a = b =
1
3
的特殊

情况，可以用来初步验证所求阈值的正确性。以 θ̇2 为变量，取（θ1，θ2，θ̇1，m1，m2，l1，l2）=（0，0，0，1，1，1，1）代入

混沌条件，可得阈值为 θ̇ 2
2 ≥ 6g，即 | θ̇2 | ≥ 7.67，上述条件下，图 2 为以 θ̇2 为分岔参数的分岔图，可见当 θ̇2 = 0

时，系统始终静止，因此分岔图以（0，0）为中心；图中正、负半轴近乎对称，可见速度的方向并不会影响系统的

状态；在摆的质量确定的情况下，速度的大小决定动能的大小，也从侧面反映能量才是决定系统混沌与否

的关键。随着 | θ̇2 |不断增大，分岔图由清晰、连续的线转变为模糊、离散的点，但无法确定具体的混沌阈值。

图 3 为上述条件下系统的 Poincaré 截面图，| θ̇2 | = 7.6 时，Poincaré 截面图依然是封闭的曲线，表现出拟周期的

特征；而 | θ̇2 | = 7.7 时，Poincaré 截面图已经变为杂乱无序的点，显现混沌的特征。图 4 为 | θ̇2 | = 7.6 和 | θ̇2 | = 7.7

时的第二摆上 P 点运动轨迹图，| θ̇2 | = 7.6 时运动轨迹有明显的区域范围，| θ̇2 | = 7.7 时运动轨迹则杂乱无序、

十分复杂，说明由 Melnikov 法获得的混沌阈值可靠。

图 2　以 θ̇2 为分岔参数的分岔图

Fig. 2　　Bifurcation diagrams with θ̇2 as bifurcation parameter

图 3　 θ̇2=7.6和 θ̇2=7.7时的 Poincaré截面图

Fig. 3　　Poincaré sections when θ̇2=7.6 and θ̇2=7.7
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3.2　仅考虑势能的混沌条件数值模拟验证

假定双摆系统无初速度，同时考虑 2 ( m 1

k1

+ m 2 ) gl1 和
2
k2

m 2 gl2 2 个阈值，有

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

H ≥ 2 ( )m 1

k1

+ m 2 gl1

H ≥ 2
k2

m 2 gl2

⇒
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

( )k1 +
m 1

m 2

l1 k2

k1 l2

≤ 1 - cos θ2

1 + cos θ1

，

( )k1 +
m 1

m 2

l1 k2

k1 l2

≤ 1 + cos θ2

1 - cos θ1

。
（13）

将式（13）简化为式（14）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

( )k1 + m L ≤ 1 - cos θ2

1 + cos θ1

，

( )k1 + m L ≥ 1 + cos θ2

1 - cos θ1

。
（14）

由式（14）可知，影响系统混沌的并非摆的总长 l1、l2，而是铰接处到重心的长度 L1、L2；代表第一摆质心

位置的 k1 可以单独对系统产生影响，而代表第二摆重心位置的 k2 必须与 l2 组合成 L2 来影响系统，可见第一摆

重心位置对系统混沌性的影响要大一些。随角度参数 θ1、θ2 的取值不同，会出现两种假设情况，一是

1 - cos θ2

1 + cos θ1

≥ 1 + cos θ2

1 - cos θ1

，即 cos θ1 + cos θ2 ≤ 0，无 论 ( k1 + m) L 取 何 值 ，双 摆 系 统 都 为 混 沌 运 动 ；二 是

1 - cos θ2

1 + cos θ1

<
1 + cos θ2

1 - cos θ1

，即 cos θ1 + cos θ2 > 0，此时 ( k1 + m) L 在某一范围内，系统存在拟周期运动，其余为混

沌运动。

3.2.1　完全混沌

本节取（θ1，θ2）=（
π
3
，

2π
3
）和（θ1，θ2）=（

5π
6

，
2π
3
），此时无论（k1+m）L 取何值，双摆系统都应为混沌运动。同样

选择均质物理双摆系统进行分析，图 5 为 (θ̇1，θ̇2，L）=（0，0，
2
9
）时，随参数 m 变化的最大 Lyapunov 指数图，图 6

为在(θ̇1，θ̇2，m）=（0，0，1）时，随参数 L 变化的最大 Lyapunov 指数图。最大 Lyapunov 指数也始终大于 0，表明系

统与理论推测相同，处于混沌运动。两图中（b）图的 Lyapunov 指数显然大于（a）图的 Lyapunov 指数，表明在

（b）图的参数条件下，系统在相邻相轨道间发散得更加严重，系统混沌程度更深。

图 4　 θ̇2=7.6和 θ̇2=7.7时的 P点运动轨迹图

Fig. 4　　Trajectory diagrams of point P when θ̇2=7.6 and θ̇2=7.7
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3.2.2　局部拟周期

当
1 - cos θ2

1 + cos θ1

<
1 + cos θ2

1 - cos θ1

时，系统应存在拟周期运动，这里通过数值仿真，改变第一摆质心位置 k1

与质量比 m 的取值来验证理论阈值的正确性。取固定参数（θ1，θ2，θ̇1，θ̇2，L，a，b）=（
π
3
，

π
2
，0，0，

2
9
，

1
3
，

1
3
），

图 7 为在不同 k1 下，以 m 为分岔参数的分岔图。图 7（a）中 k1=1.4，图中 m≤1.48 处离散点完全发散，说

明系统在（m+k1）≤2.88 的区域做混沌运动，略小于理论值；分岔图在 1.48≤m≤7 处为十几条清晰的线相

互纠结在一起，系统做拟周期运动；在 7≤m≤7.6 处清晰的线逐渐转变为离散点，但没有发散，可见系统

处于拟周期态到混沌态的过渡阶段；在 m=7.6 处离散点第一次发散，可见系统在（m+k1）≥9 时开始进

行混沌运动，与理论相符合。图 7（b）中 k1=1.7，图中 m≤1.5 与 m≥7.2 处离散点完全发散，说明系统在

（m+k1）≤3.2 与（m+k1）≥8.9 的区域做混沌运动，混沌区域略大于理论值。图 7（c）中 k1=2，此即均质双

摆 ，图 中 m≤1.55 与 m≥5.67 处 离 散 点 完 全 发 散 ，说 明 系 统 在（m+k1）≤3.55 与（m+k1）≥7.67 处 做 混 沌 运

动，混沌区域虽略大于理论值，但在理论区域确实是做混沌运动。图 7（d）中 k1=2.2，系统在（m+k1）≤
3.8 时做混沌运动，在（m+k1）≥7.2 时出现离散点并开始向混沌态过渡，直到（m+k1）≥7.5 时开始做混沌

运动。

图 5　随参数 m变化的最大 Lyapunov指数图

Fig. 5　　The graph of the largest Lyapunov exponent that varies with the parameter m

图 6　随参数 L变化的最大 Lyapunov指数图

Fig. 6　　The graph of the largest Lyapunov exponent that varies with the parameter L
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事实表明，当
1 - cos θ2

1 + cos θ1

<
1 + cos θ2

1 - cos θ1

时，系统存在拟周期态，且当摆的质心越接近摆尾，即 k1 越小时，系

统的拟周期运动区域越大。

4　模型局限性分析

4.1　k1 ≈ 1 - cos θ2

( )1 + cos θ1 L
或 k1 >

1 - cos θ2

( )1 + cos θ1 L

图 8 为 取 参 数（θ1，θ2，θ̇1，θ̇2，L，a，b）=（
π
3
，

π
2
，0，0，

2
9
，

1
3
，

1
3
）时 以 m 为 分 岔 参 数 的 分 岔 图 ，此 时

1 - cos θ2

( )1 + cos θ1 L
= 3。图 8（a）中 k1=2.8，按照理论计算，系统应在 m ≤ 0.2 与 m ≥ 6.2 的区域内做混沌运动，

图中 0.06 ≤ m ≤ 0.2 时系统做拟周期运动，与理论预测不符，但依然满足 m ≥ 6.2 的混沌条件。图 8（b）中

k1=3.2，图中 5.8 ≤ m ≤ 6.93 时系统做拟周期运动，与系统应在 m ≥ 5.8 时做混沌运动不相符，说明第一摆质

心位置的 k1 在数值上接近
1 - cos θ2

( )1 + cos θ1 L
时，理论阈值只能正确预测 ( k1 + m) L ≥ 1 + cos θ2

1 - cos θ1

的部分，当 k1 超

越
1 - cos θ2

( )1 + cos θ1 L
时，理论阈值将完全不适用。

4.2　m 1 ≫ m 2

图 9 为取参数（θ 1，θ 2，θ̇1，θ̇2，k1，a，b）=（
π
3
，

π
2
，0，0，2，

1
3
，

1
3
）时以 m 为分岔参数的分岔图，该图表

明，若 m 较大时，在 l1 ≫ l2 的情况下，第一摆的能量占系统总能量的绝大部分，第二摆对系统的影响

很小；而在 l2 ≫ l1 时，两摆间难以产生较大的影响，此时可以将系统看作为 1 个单摆系统加上 1 个第

二摆产生的微小扰动。因此，在这 2 种条件下系统在参数 m 较大的区域进行拟周期运动，而非混沌

运动。

图 7　(θ1, θ2, θ̇1, θ̇2, L, a, b)=(
π
3

, 
π
2

, 0, 0, 
2
9

, 
1
3

, 
1
3

)时以 m为分岔参数的分岔图

Fig. 7　　Bifurcation diagram with m as bifurcation parameter when (θ1, θ2, θ̇1, θ̇2, L, a, b)=(
π
3

, 
π
2

, 0, 0, 
2
9

, 
1
3

, 
1
3

)
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4.3　J2 ≫ J1 或 J1 ≫ J2

图 10 为取参数（θ1，θ2，θ̇1，θ̇2，L，k1）=（
π
3
，

π
2
，0，0，

2
9
，1.7）时以 m 为分岔参数的分岔图，在此参数条件下系统

将在 m ≤ 1.3 与 m ≥ 7.3 的区域做混沌运动，此时
J1

J2

=
4am
81b

。

当 J2 ≫ J1 即 b ≫ a 时，如图 10（a）（b）中分别取（a，b）=（0.1，0.4）和（a，b）=（0.1，0.8），系统在 0 ≤ m ≤ 10 内

由混沌态转为拟周期态后，没有再出现明确的混沌区阈值，表明当第二摆转动惯量远大于第一摆转动惯量

时，随着双摆质量比 m 的增加，系统将出现趋于稳定的拟周期运动，其原因是在双摆运动过程中，转动惯量会

影响系统的动能，根据机械能守恒定理知，第二摆的转动惯量越大，速度就会越小，此时可以把第二摆的运动

看做在单摆系统上加一个微小的扰动，因此系统会趋于拟周期运动。

当 J2 ≈ J1 时，如图 10（c）中取（a，b）=（0.3，0.3）时，系统在 0 ≤ m ≤ 1.63 时为混沌运动，在 1.63 ≤ m ≤ 5.76

时为拟周期运动，在 5.76 ≤ m ≤ 10 时为混沌运动，虽然实际混沌区域大于理论预测，但在理论预测的区域确

实做混沌运动。如图 10（d）中取（a，b）=（0.6，0.3）时，系统在 0 ≤ m ≤ 1.3 时为混沌运动，在 1.3 ≤ m ≤ 6.73 时

为拟周期运动，在 6.73 ≤ m ≤ 10 时为混沌运动，此时理论阈值具有很好的适用性。

当 J1 ≫ J2 时，如图 10（e）（f）中分别取（a，b）=（0.8，0.1）和（a，b）=（0.9，0.1），此时系统在 0 ≤ m ≤ 10 内作由

混沌态转变为拟周期态又转变为混沌态的循环往复的运动。这说明当第一摆的转动惯量远大于第二摆的转

动惯量时，系统的运动将受到两摆质量比的影响而出现极其复杂的运动。对比六次仿真结果可知，系统在运

动过程中，转动惯量会对系统的动能产生影响从而改变系统混沌条件，当两摆的转动惯量差距过大时，

Melnikov 法得出的能量阈值不再适用。

图 8　（（θ1，，θ2，，θ̇1，，θ̇2，，L，，a，，b））=（（
π
3
，，
π
2
，，0，，0，，

2
9
，，

1
3
，，

1
3
））时以 m为分岔参数的分岔图

Fig. 8　　Bifurcation diagram with m as bifurcation parameter when （（θ1，，θ2，，θ̇1，，θ̇2，，L，，a，，b））=（（
π
3
，，
π
2
，，0，，0，，

2
9
，，

1
3
，，

1
3
））

图 9　（（θ1，，θ2，，θ̇1，，θ̇2，，k1，，a，，b））=（（
π
3
，，
π
2
，，0，，0，，2，，

1
3
，，

1
3
））时以 m为分岔参数的分岔图

Fig. 9　　Bifurcation diagram with m as bifurcation parameter when （（θ1，，θ2，，θ̇1，，θ̇2，，k1，，a，，b））=（（
π
3
，，
π
2
，，0，，0，，2，，

1
3
，，

1
3
））
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5　结  论
建立了非均质物理双摆运动的拟 Hamilton 模型，根据双自由度的 Melnikov 法提出了拟 Hamilton 系统发

生混沌的能量阈值，得到了一般情况下系统发生混沌的条件。通过改变双摆模型中的质心位置、摆长比以及

转动惯量来体现双摆非均质的特点，再根据不同参数下系统的分岔图、Poincaré截面图对理论阈值进行验证，

给出了模型的适用条件，并完成了局限性分析。基于本研究，可得出以下结论：

1）分析非均质物理双摆混沌的理论阈值，发现影响系统混沌的并非双摆的摆长 l1、l2，而是双摆质心到铰

接处的距离 L1、L2，并且在双摆质量和长度确定的情况下，L1、L2越大，系统发生混沌所需要的能量就越大。

2）分析双摆质心位置对系统混沌特性的影响，发现第一摆的质心位置 k1可以直接影响系统混沌特性，而

第二摆的质心位置 k2则不能单独对系统的混沌特性产生影响。利用数值仿真改变 k1的大小，从而进一步得

到了第一摆质心位置对理论阈值的适用性，发现当 k1 在数值上接近
1 - cos θ2

( )1 + cos θ1 L
时，理论阈值的适用性变

差，当 k1大于
1 - cos θ2

( )1 + cos θ1 L
时，理论阈值将完全不适用。

3）分析双摆转动惯量对系统混沌特性的影响，发现双摆通过转动惯量的改变使得运动时动能发生改变，

图 10　（（θ1，，θ2，，θ̇1，，θ̇2，，L，，k1））=（（
π
3
，，
π
2
，，0，，0，，

2
9
，，1.7））时以 m为分岔参数的分岔图

Fig. 10　　Bifurcation diagram with m as bifurcation parameter when （（θ1，，θ2，，θ̇1，，θ̇2，，L，，k1））=（（
π
3
，，
π
2
，，0，，0，，

2
9
，，1.7））

116



孔令辉，等：非均质物理双摆的混沌特性研究第  2 期

进而影响系统的混沌阈值，并且知道当第二摆的转动惯量远大于第一摆的转动惯量时，系统将趋于拟周期运

动；当第一摆的转动惯量远大于第二摆时，系统作混沌态、拟周期态循环往复的复杂运动；当双摆的转动惯量

相似时，系统能很好地在理论阈值区域内做混沌运动。表明在极限条件下，理论阈值存在一定的局限。

4）非均质双摆系统的混沌特性研究对类似系统的混沌抑制有着重要的启示作用。具体来说，可以通过

研究双摆系统的混沌控制方法来抑制类似系统的混沌特性，实现系统的稳定控制。例如，对于机器人肩部和

腿部的运动，通过控制双摆系统的摆臂长度和摆锤重量比等参数，可以实现关节运动的控制和规划。另外，

在航空航天领域中，太阳能帆板的展开涉及到杆件和轴承的不确定性，容易导致非线性振动和失稳现象的发

生，因此可以通过研究双摆混沌控制方法来控制太阳能帆板的展开过程，实现太阳能帆板的准确展开。总

之，通过研究非均质物理双摆系统的混沌特性，在工程实际中可以针对类似系统的混沌特性进行控制和抑

制，提高系统的稳定性和控制精度。
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