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基于物理信息神经网络的非线性瞬态热传导
正/反问题研究

陈豪龙，唐欣越，柳兆涛，周焕林
（合肥工业大学  土木与水利工程学院  合肥  230009）

摘要：基于物理信息神经网络（physics-informed neuralnetworks，PINN）求解非线性瞬态热传导

问题并识别随温度变化的导热系数。首先，基于热传导问题的控制方程，利用初始条件和边界条

件，构建损失函数。然后，应用自动微分算法求解控制方程中温度的偏导数。使用梯度下降算法，

更新网络参数，最小化损失函数，实现热传导正问题的求解，并讨论了不同隐藏层数、神经元数量和

域内数据点数量对计算结果的影响。最后，采用 PINN 识别随温度变化的导热系数，利用控制方程、

测量温度和计算温度的残差构建损失函数，通过梯度下降算法，更新网络参数和导热系数，使其逼

近于精确解，并比较了不同的测点数量和测量误差对计算结果的影响。结果表明，PINN 能够有效

求解非线性瞬态热传导问题并识别与温度相关的导热系数。
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Solving nonlinear transient heat conduction forward/inverse problem 
using physics-informed neural networks
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(School of Civil Engineering, Hefei University of Technology, Hefei 230009, P. R. China)

Abstract: This study proposes a physics-informed neural networks (PINN) approach to solve transient nonlinear 

heat conduction problems and estimate the temperature-dependent thermal conductivity. First, a loss function is 

formulated using the residuals of partial differential equation, initial conditions, and boundary conditions specific 

to heat conduction. Then, automatic differentiation is applied to compute the temperature ’ s partial derivatives 

within the equation. The heat conduction problem is solved by minimizing the loss function through a gradient 

descent algorithm, which updates the network parameters. The influences of varying the number of hidden layers, 

neurons and interior collection points on the results are also examined. Finally, the PINN is applied to identify 

temperature-dependent thermal conductivities by formulating a loss function that includes residuals from the 

governing equation, measured temperature, and computed temperature. The network parameters and thermal 

conductivity values are updated by gradient descent algorithm to approximate the true solution. Additionally, the 
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influences of different measurement points and errors on the results are compared. The findings show that the 

proposed method effectively solves transient heat conduction problems and accurately estimates temperature-

dependent thermal conductivity.

Keywords: inverse problems; heat conduction; thermal conductivity estimation; physics-informed neural 

networks; automatic differentiation

目前，复合材料吸引了越来越多人的关注，并将其应用于产品制造领域。为了充分描述产品的发热过

程，需要求解得到产品的温度分布，即为正问题；为了更好地设计材料的导热性能，需要确定材料的导热系

数，即为反问题。如何对正问题进行建模是求解反问题的基础。有限元法（finite element method，FEM）[1]、有

限体积法和边界元法等数值方法是求解热传导正问题常用的方法。然而，这些数值方法需要对求解域进行

网格离散，而网格的划分对计算结果的精度有较大的影响。

物理信息神经网络（physics-informed neural networks，PINN）将物理守恒定律和先验的物理知识编码到

人工神经网络（artificial neural network，ANN）中，并用于解决许多物理问题 [2⁃3]。这种方法将偏微分方程

（partial differential equation，PDE）中的偏导数直接通过自动微分算法进行数值近似 [4]。因此，PINN 与传统的

数值方法不同，其不需要对求解域进行离散处理，仅需在域内布置数据点。此外，采用 PINN 求解正问题时，

对样本量的需求大大减少，甚至不需要训练样本。

反演算法可以分为 2 类：基于梯度的算法和元启发式优化算法 [5]。Mohebbi等 [6]识别了随空间和温度变化

的导热系数。Cui 等 [7⁃8]通过基于梯度的可变松弛因子优化方法识别了与温度相关的导热系数。Mera 等 [9]识

别了各向异性介质中二维热传导问题的导热系数和边界条件。周焕林等 [10⁃11]采用改进的布谷鸟搜索算法识

别了瞬态热传导问题的导热系数和热扩散系数。吴秀壮等 [12]利用布谷鸟搜索算法优化目标函数，实现了动

载荷的反演。Sun 等 [13]使用改进的磷虾群算法识别了与温度相关的热物性参数。Wang 等 [14]利用人工鱼群算

法求解了界面的传热系数。但是，这些方法都没有充分利用历史数据信息。

近年来，数据驱动模型受到计算机科学发展的极大推动，被广泛应用于求解各类工程问题 [15]。Chen 等 [16]

通过 ANN 和有效热导率来识别管道内边界的几何形状。他们还使用深度学习模型，通过测量皮肤表面温度

来识别肿瘤的热物理性质 [17]。Li等 [18]提出了一种改进的 PINN 识别了热扩散系数。汤卓超等 [19]基于 PINN 求

解了曲面上的对流扩散方程。Cai等 [20]采用 PINN 求解了多种热传导问题。陆至彬等 [21]基于软边界和硬边界

2 种设定方法构建 PINN，求解了二维热传导问题。然而，PINN 针对非线性瞬态热传导正问题和反问题的研

究还不充分。

笔者采用 PINN 求解了非线性瞬态热传导问题并识别了随温度变化的导热系数。在热传导正问题中，损

失函数由 PDE、初始条件和边界条件的残差表示。然后将求解 PDE 的问题转化为求解损失函数的极值问题，

并比较了不同隐藏层数和神经元个数对计算结果的影响。对于导热系数识别问题，建立了以 PDE、测量温度

和计算温度的残差表示的损失函数，通过梯度下降算法，更新网络参数和导热系数，使其逼近于精确解，实现

对导热系数的识别，并讨论了不同测点数量和测量误差对计算结果的影响。

1　问题设置

1.1　热传导正问题

考虑非线性瞬态热传导问题，其控制方程可以表示为

∂
∂xi

( λ (T ) ∂T ( x,t )
∂xi

) = ρc
∂T ( x,t )

∂t
 ， （1）

式中：xi 是在空间坐标系下 x ∈ Ω的第 i 个分量，λ (T )为与温度相关的导热系数。T ( x, t ) 为温度，t 为时间，

ρ为密度，c为比热。
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初始条件为

T ( x, t ) | t = 0 = T0， （2）

式中，T0 为已知函数。边界条件为

T ( x, t ) = T̄ ( x, t )            x ∈ Γ 1， （3）

-λ ( T )
∂T
∂n

= q̄ ( x, t )           x ∈ Γ 2， （4）

式中：Γ 1 ∪ Γ 2 = Γ，Γ 1 ∩ Γ 2 = ∅，Γ = ∂Ω。T̄ ( x, t )  和 q̄ ( x, t ) 分别表示已知的边界温度和热流。

1.2　导热系数识别问题

如图 1 所示，在导热系数识别问题中，初始条件、边界条件和测点温度均已知，而导热系数未知。反问题

的目的就是通过测量表面或域内测点的温度来识别未知的导热系数。

2　物理信息神经网络

2.1　人工神经网络

人工神经网络（artificial neural network, ANN）是一种受自然启发、模仿生物神经网络运作的计算模型。

它由许多神经元组成，如图 2 所示。这些神经元以层的方式分组，前一层和后一层神经元通过权重相互连

接，权重决定了连接传递的信号强度。

图 1　导热系数识别问题

Fig. 1　　The thermal conductivity identification problem

图 2　神经元的数学模型

Fig. 2　　The mathematical model of a neuron
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输入元素 σ i
m 和权重 ω im 的乘积输送到求和节点，并与神经元的偏差 bj 相加，可以表示为

X = (∑j = 1

m

ω ijσ i
j ) + bj 。 （5）

X 通过激活函数 F，可以产生输出

F ( X ) = F
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê(∑j = 1

m

ω ijσ i
j ) + bj

ù

û

ú
úú
ú
 。 （6）

选择 Sigmoid 函数作为激活函数，其输出介于 0 和 1 之间，可以写为

F ( X ) =
1

1 + e-X
 。 （7）

当输入层和输出层为负值时，使用双曲正切函数作为激活函数

F ( X ) =
eX - e-X

eX + e-X
 。 （8）

ANN 由 3 种类型的层组成：输入层、隐藏层和输出层。ANN 需要通过相应的输入和输出（训练集）来

学习输入和输出之间的关系，这个过程称为训练。在训练过程中使用梯度下降算法，更新网络的权重和

偏差。

2.2　PINN求解热传导正问题

针对所研究的热传导问题，PINN 的输入为自变量（坐标和时间等），输出为温度值。PINN 的基本思想是

利用自动微分算法来求解温度对自变量的偏导数，并使用 ANN 中的梯度下降算法优化网络参数。最后，通

过最小化损失函数实现热传导正问题的求解。

在 PINN 中，根据控制方程式（1），定义函数 g，

g =
∂

∂xi
( λ (T ) ∂T ( x,t )

∂xi
) - ρc

∂T ( x,t )
∂t

 ， （9）

式中，T ( x, t ) 由时间 t和坐标 xi 通过使用 ANN 近似得到。损失函数 L 由 PDE（LPDE）、初始条件（L IC）和边界条

件（LBC）的残差表示

LPDE =
1
N f
∑
j = 1

N f

| g ( xj
i , t  j ) | 2， （10）

L IC =
1

N u
∑
j = 1

Nu

|T j ( xj
i , t  j )- T j

0 |
2

， （11）

LBC =
1

N b
∑
j = 1

Nb

|T j ( x  j
i , t  j )- T̄  j | 2， （12）

式中：N f 为域内数据点个数；N u 和 N b 分别表示初始条件训练数据点数和边界条件训练数据点数；T j
0 和 T̄ j 分别

表示第 j个数据点的初始温度和边界温度。将损失函数 L 表示为

L = LPDE + L IC + LBC 。 （13）

图 3 为 PINN 求解热传导正问题的流程图。在 PINN 中，物理信息由 PDE 描述，时间 t 和坐标 xi 作为

输入，通过 Net_T 网络输出温度 T。然后，利用自动微分算法计算温度 T 关于输入（即时间 t 与空间 xi）

的偏导数，并代入损失函数中，通过梯度下降法更新网络参数，将 LPDE，L IC 和 LBC 逼近最小值，使得损失

函数 L 最小。这确保了在所有域内数据点处都满足式（9）所表示的物理定律，从而实现热传导正问题

的求解。
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2.3　PINN识别与温度相关的导热系数

采用 PINN 来识别与温度相关的导热系数。与正问题不同，热传导反问题的损失函数（L IHCP）由 PDE

（LPDE）和测量温度与计算温度的残差（LMP）表示

L IHCP = LPDE + LMP ， （14）

式中，测量温度与计算温度的残差为

LMP =∑
j = 1

N

|T j
mea - T j ( x  j

i , t  j ) | 2 ， （15）

式中：N 为测点个数；T j
mea 和 T j 分别为第 j个测点的测量温度和计算温度；T j 可以通过 Net_T 求解得到。

图 4 为 PINN 识别导热系数的流程图。

图 3　PINN求解热传导问题的流程图

Fig. 3　　The schematic diagram of the PINN for solving the heat conduction problem

图 4　PINN识别导热系数的流程图

Fig. 4　　The schematic diagram of PINN for estimating the thermal conductivity

128



陈豪龙，等：基于物理信息神经网络的非线性瞬态热传导正/反问题研究第  12 期

与 PINN 求解热传导正问题的流程非常相似，都以时间 t和坐标 xi 作为输入，并通过梯度下降法调整网络

参数。与正问题不同的是，在求解过程中导热系数是未知的，即 PDE 未知，但是域内数据点的测量温度已知。

因此，损失函数 L IHCP 是导热系数 λ的函数。λ随着损失函数 L IHCP 的最小化不断调整，最终逼近其精确值。

3　数值算例

本节中给出了一些数值算例，包括非线性瞬态热传导正问题和导热系数识别问题，以验证所提方法的准

确性和有效性。并计算了平均绝对误差（MAE）

MAE =
1
m∑i = 1

m

||T i - T i
exa ， （16）

式中，T i 和 T i
exa 分别为第 i个域内数据点由 PINN 和 FEM 计算得到的温度。m 为域内数据点个数。

用相对误差（RE）来验证计算结果的精度

RE = | ( k i
est - k i

exa ) /k i
exa |× 100%， （17）

式中：k i
est 和 k i

exa 分别为导热系数的第 i个参数的估计值和精确值。

3.1　PINN求解热传导正问题

3.1.1　二维热传导问题

如 图 5 所 示 ，考 虑 1 个 π × π 的 方 板 。 边 界 条 件 为

T ( x1 , 0, t ) = T ( π, x2 , t ) = T ( x1 , π, t ) = T ( 0, x2 , t ) = 0，0 ≤ t ≤
1。初始条件给定为 T0 = sin x1 sin x2。

导热系数可以表示为

λ ( T ) = 0.8T 2 + 0.5T + 1  。 （18）

在方板的边界上均匀分布 400 个点，在板内均匀分布

9 801 个点，取时间步长 Δt = 0.01，时间步数为 100。即

N u = 9 801，N b = 400 × 100 = 40 000。 在 板 内 随 机 抽 取

5 000 个点作为数据点。训练次数 M=20 000。

图 6 展示了 t=0.1,0.5,1.0，x1 = π/2 时，PINN 和 FEM 计

算结果的对比。表 1 列出了 t = 1.0 时不同隐藏层数和神经

元个数计算结果的 MAE。此外，分别使用了 Leaky-ReLU、

Sigmoid、Tanh 这 3 种激活函数。表 2 给出了使用不同激活

函数时计算结果的 MAE。

图 6 表明，PINN 与 FEM 的计算结果较为吻合，这表明 PINN 能够有效的求解非线性瞬态热传导问题。从

表 1 可以看出，随着隐藏层数的增加，计算结果的 MAE 减小。当隐藏层数取 3 和 5 时，计算结果随着神经元

数量的增加变得更加准确。当隐藏层数为 7，每层神经元数为 20 时，MAE 最小，PINN 性能最好。因此，在后

图 5　方板模型

Fig. 5　　The square plate model

图 6　沿线 x1 = π/2的 PINN和 FEM 计算结果对比

Fig. 6　　Comparison of the PINN and FEM results along the line x1 = π/2
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续的算例中，PINN 模型中隐藏层数取为 7，每层含有 20 个神经元。由表 2 可以看出，不同的激活函数对预测

结果有较大影响，使用 Sigmoid 激活函数时，MAE 最小，PINN 性能最好。因此，在后续的算例中，均采用

Sigmoid 作为激活函数。

3.1.2　三维热传导问题

如图 7（a）所示，考虑一个 1 × 1 × 1的立方体。上表面边界条件为 q = -1，四周和底面的边界条件为 T = 10t，

0 ≤ t ≤ 1，初始条件为 T0 = 0。导热系数为

λ ( T ) = 1 + 0.01T 。 （19）

在立方体表面均匀分布 15 000 个点，取时间步长 Δt=0.01。在求解域内随机抽取 2 000 个点作为数据点，

训练次数 M=20 000。同样该问题也采用 FEM 进行求解，有限元模型如图 7（b）所示，采用 125 000 个六面体

单元。

训练过程中，损失函数 L、LPDE、L IC、LBC 的收敛趋势如图 8 所示。图 9~10 分别展示了 t =0.5 和 t =1.0 时，在

x1 = 0.1,   0.5, 0.9 处，PINN 和 FEM 的计算结果和相对误差。

从图 8 可以看出，随着训练次数的增加，损失函数逐渐减小。经过 20 000 次训练后，损失函数达到极小

值。从图 9~10 可以看出，采用 PINN 求解得到的温度场与 FEM 的计算结果非常接近，相对误差较小。计算

结果表明，PINN 构造了关于温度的先验信息，并将物理守恒定律和先验物理信息编码到人工神经网络中，保

证了计算结果的精度。

表 1　t =1.0时，不同隐藏层数和神经元个数计算结果的 MAE

Table 1　　The MAE with different number of hidden layers and neurons at t =1.0

层数

3 层

5 层

7 层

10 神经元

2.003 7 × 10-2

1.230 1 × 10-2

1.181 3 × 10-2

20 神经元

1.683 4 × 10-2

1.186 5 × 10-2

8.253 3 × 10-3

40 神经元

1.266 0 × 10-2

1.033 3 × 10-2

9.792 7 × 10-3

表 2　t =1.0时，含有 20个神经元和 7个隐藏层，不同激活函数计算结果的 MAE

Table 2　　The MAE with different activation functions of 7 hidden layers and 20 neurons at t =1.0

计算结果

MAE

Leaky-ReLU

2.121 7 × 10-1

Sigmoid

8.253 3 × 10-3

Tanh

5.400 5 × 10-2

图 7　三维热传导问题模型

Fig. 7　　The model of 3D heat conduction problem
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3.2　PINN识别与温度相关的导热系数

采用 PINN 识别非线性瞬态热传导问题的导热系数。需要注意的是，测量温度 T i
mea 包含测量误差，可表

示为

图 8　三维热传导正问题的损失函数

Fig. 8　　The loss function for the 3-dimensional direct heat conduction problem

图 9　t=0.5时，x1=0.1，0.5，0.9的计算结果

Fig. 9　　The results on x1=0.1，0.5 and 0.9 at t=0.5

图 10　t=1.0时，x1=0.1，0.5，0.9的计算结果

Fig. 10　　The results on x1=0.1，0.5 and 0.9 at t=1.0

131



重 庆 大 学 学 报 第  47 卷

T i
mea = T i

exa + wσ， （20）

式中：T i
exa 为精确温度，σ为标准差。w 是在区间[−1，1]上由 MATLAB 的 RAND 子程序生成的随机数。上标 i

为测点编号。

3.2.1　二维热传导反问题

如图 11 所示，考虑一个带孔板，边界条件为

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

T = 10t,    on  Γ 1 ，

T = 0,    on  Γ 2 ，

q = 0,    on  Γ 3 。
（21）

初始条件为 T0 = 0，0 ≤ t ≤ 1。假设板的密度和比热恒定，且 ρ = c = 1。随温度变化的导热系数可以表

示为

λ ( T ) = e( k1T + k2 ) 。 （22）

导热系数的精确参数为 k1 = -0.5,     k2 = 1.0。通过测量域内的测点温度来识别未知参数 k1 和 k2。

首先，讨论不同测点数量对计算结果的影响。在求解域内分别选取 3 000、5 000 和 7 000 个数据点作为

测点。图 12 展示了选取不同测点数量时，训练过程中损失函数的变化趋势。表 3 列出了选取不同测点数量

时，计算结果的相对误差。导热系数的识别结果如图 13 所示。

图 11　带孔板模型

Fig. 11　　The model of the plate with a hole

图 12　不同测点数量的损失函数

Fig. 12　　The loss fuction with different measurement points
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图 12 表明，虽然损失函数的值在初始训练时较大，但在训练过程中收敛较快。损失函数在训练 20 000

次后趋于稳定，并收敛于固定值，选取 7 000 个测点时的损失函数最小。由表 3 可知，随着测点数量的增加，

反演结果更加精确。图 13 表明，计算结果与精确解较为吻合，相对误差较小。结果表明，PINN 能够有效识

别未知的导热系数。

3.2.2　三维热传导反问题

如图 14 所示，考虑一个带孔立方体，其上、下表面的边界条件分别给定为 T = 0 和 T = 10e- t，其余表面的

边界条件为 q = 0，0 ≤ t ≤ 1。

表 3　不同测点数量时未知参数的计算结果

Table 3　　The results of unknown parameters with different measurement points

未知参数

k1 = -0.5

k2 = 1.0

3 000

−0.504 3

  1.026 1

RE/%

0.86

2.61

5 000

−0.502 0

  1.011 4

RE/%

0.40

1.14

7 000

−0.501 1

  1.024 2

RE/%

0.22

2.42

图 13　不同测点数量时导热系数的识别结果

Fig. 13　　The estimated results of thermal conductivity with different measurement points

图 14　三维热传导反问题模型

Fig. 14　　The model of 3D inverse heat conduction problem
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假设导热系数为分段函数，可以表示为

λ ( T ) =
ì
í
î

k1 + k2T, 0 ≤ T ≤ 5 ，

k3 ek4T , T > 5 。 （23）

已知导热系数的精确参数为 k1 = 1.0,     k2 = -0.01,    k3 = 1.0 ,    k4 = -0.1。在求解域内选取 2 000 个数据点作

为测点，训练次数 M=50 000。

讨论不同测量误差对计算结果的影响，测量误差分别取为 1 %、3 %和 5 %。图 15展示了 4个未知参数在不

同测量误差下的计算过程。表 4给出了不同测量误差下，PINN的计算结果。识别的导热系数如图 16所示。

从图 15 可以看出，在训练过程中，随着训练次数的增加，未知参数收敛到一个固定值。由于测量误差的

影响，收敛曲线会产生波动。同一参数在不同测量误差下的曲线不同，但曲线的变化趋势相同。由表 4 可

知，随着测量误差的增大，计算结果的相对误差变大。从图 16 可以看出，计算结果与精确解吻合较好，当测

量误差取为 5% 时，仍可得到较为精确的反演结果。这里需要指出，由于 k2 精确解的数值较小，使得反演结果

的相对误差较大，但是从图 16 依然可以看出，反演结果与精确解较为吻合。

图 15　不同测量误差时未知参数的计算过程

Fig. 15　　The calculation progress of unknown parameters with different measurement errors

表 4　不同测量误差时未知参数计算结果

Table 4　　The results of unknown parameters with different measurement errors

未知参数

k1=1.0

k2=−0.01

k3=1.0

k4=−0.1

0%

  1.016 0

−0.010 5

  1.001 0

−0.100 6

RE/%

1.60

5.00

0.10

0.60

1%

   1.017 0

 −0.010 9

   0.987 5

 −0.105 5

RE/%

1.70

9.00

1.25

5.50

3%

   1.031 0

−0.012 2

   0.976 3

−0.106 3

RE/%

3.10

22.00

3.37

6.30

5%

   1.042 0

 −0.012 4

   0.956 3

 −0.106 5

RE/%

4.20

24.00

5.37

6.50

134



陈豪龙，等：基于物理信息神经网络的非线性瞬态热传导正/反问题研究第  12 期

4　结  论

基于 PINN 求解了非线性瞬态热传导问题并识别了随温度变化的导热系数。扩展了数据驱动方法的应

用范围。

对于非线性瞬态热传导正问题，PINN 引入了关于温度的先验信息，并将物理守恒定律和先验信息编码

到人工神经网络中，保证了求解精度。讨论了不同隐藏层数、神经元数量和域内数据点数量对计算结果的影

响。数值算例表明，PINN 能够有效求解非线性瞬态热传导问题。随着隐藏层数、神经元数量和域内数据点

数量的增加，计算结果变得更加准确。

对于导热系数识别问题，分别考虑了由指数函数和分段函数表示的与温度相关的导热系数，并讨论了不

同测点数量和测量误差对计算结果的影响。计算结果表明，PINN 能够有效的识别随温度变化的导热系数。

随着测点数量的增加和测量误差的减小，计算结果变得更加准确。
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