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后屈曲张拉整体超材料的建模和优化设计

张泽轩，张 亮，葛艺芃，章 俊
（重庆大学  航空航天学院，重庆  400044）

摘要：如何在获得低频带隙的同时实现较高的负载能力是超材料设计中值得关注的问题。通

过利用杆件的后屈曲变形，提出了一种新型张拉整体超材料。后屈曲的引入使结构刚度发生软化，

在有较高承载能力的同时，实现了低频隔振功能。利用椭圆积分法计算杆件后屈曲变形可以快速

得到张拉整体单元的刚度。结合弹簧-质量双原子链模型，在周期性边界条件下利用 Bloch 定理对

带隙进行计算。为了平衡带隙和负载能力，通过基于数据驱动的双目标优化方法获得了极限载荷

和带隙下限的帕累托边界。经过优化设计后的超材料带隙频率可以低至 3 Hz，承载能力超过

100 N。与其他低频隔振超材料相比，在相同带隙频率下可以将极限承载能力提高 3.6 倍以上。
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Abstract: Achieving a balance between low-frequency bandgaps and high load capacity is a critical challenge in 

metamaterial design. Leveraging the post-buckling behavior of bars, this study proposes a novel tensegrity 

metamaterial where post-buckling induces a reduction in structural stiffness, thereby enabling low-frequency 

vibration isolation while enhancing load-bearing capacity. The elliptic integral method is employed to rapidly 

compute post-buckling deformations and determine the stiffness of the tensegrity unit. Bandgap frequencies are 

calculated using Bloch ’ s theorem under periodic boundary conditions, combined with a spring-mass diatomic 

chain model. To optimize both band gap and load capacity, a data-driven, dual-objective optimization method is 

employed, yielding the Pareto frontier for the metamaterial ’ s ultimate load and lower bandgap limit. The results 

demonstrate that the optimized structure can achieve bandgap frequency as low as 3 Hz, with a load capacity 

exceeding 100 N. Compared to existing low-frequency vibration isolation metamaterials, the ultimate load 

capacity is increased by over 3.6 times at the same bandgap frequency.
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在日常生活中，几赫兹至几十赫兹的低频振动普遍存在 [1⁃2]，并对生产生活安全构成显著影响。作为一种

特殊的人工结构，超材料特有的带隙特性 [3]使其在振动与噪声控制领域 [4⁃5]有着广泛的应用前景。如何设计用

于低频隔振的超材料受到广泛关注，Oh 等 [6]通过铰链连接质量块构造的低频带隙超材料，可以在不考虑承载

力的情况下打开 1 Hz 的低频带隙。Zhou 等 [7]通过正刚度元件和负刚度元件结合提出了准零刚度局域振子的

概念，Cai等 [8]在此基础上利用屈曲梁和折叠梁设计了一种准零刚度局域共振超材料，在具有一定承载能力的

情况下打开了超低频带隙。尽管低频隔振超材料的研究已经取得了显著进展，但目前仍然存在承载能力较

低或无法承载、低频带隙调控困难、结构设计复杂等问题 [9]。

张拉整体作为一种性能优异的特殊结构 [10]，具有重量轻、刚度可调、结构多样等特点，如何利用张拉整体

设计超材料逐渐受到研究者关注。目前关于张拉整体超材料的研究包括预应力对带隙范围的影响 [11⁃12]、局部

缺陷对带隙的影响 [13⁃14]，以及非对称弹性波的传播 [15]等。上述研究都集中在结构的弹性阶段。然而，当外部

载荷超过屈曲临界载荷时，结构会发生弯曲变形进入屈曲阶段 [16]，研究表明屈曲的发生在提高结构的缓振能

力和设计超材料方面都有显著积极影响。Rimoli等 [17]在模拟张拉整体机器人抗冲击性能时发现杆件的屈曲

可以大幅提高结构抗冲击能力。Nan 等 [18]利用后屈曲框架制作的亥姆霍兹谐振器可以实时调节低频吸声特

性，由此可见，合理利用结构屈曲为超材料设计开拓了新的可能性。

基于数据驱动的优化方法是一种通过利用大量试验或仿真数据，结合机器学习和优化算法等实现系统

设计和参数调整的高效优化方法，该方法已经在各领域获得了广泛的应用 [19⁃21]。在设计低频隔振超材料时，

低频带隙和承载能力是 2 个需要同时关注的因素。低频带隙对实现良好的低频隔振效果至关重要，同时，具

有一定的承载能力使超材料在实际应用中能够承受预期的载荷而不发生损毁。通过优化设计，可以在兼顾

低频带隙和承载能力的情况下获得最佳的设计参数。

通过引入杆件后屈曲变形，笔者提出了一种后屈曲张拉整体超材料，能够在具有一定承载能力的情况下

打开 30 Hz 以内的低频带隙。首先，通过椭圆积分法求解杆件后屈曲变形，结合张拉整体轴压平衡方程获得

后屈曲张拉整体的静力学特性。然后，利用弹簧 -质量双原子链模型，在周期性边界条件下利用 Bloch 定理

对后屈曲张拉整体超材料的带隙进行计算。最后，为平衡承载和低频隔振能力，利用基于数据驱动的双目标

优化对超材料进行优化设计，得到了极限载荷和带隙下限的帕累托边界，以此获得了一组最佳设计参数。

1　后屈曲张拉整体超材料

1.1　后屈曲张拉整体的静力学分析

以张拉整体三棱柱为基本构型。该张拉整体由 3 根斜杆 b、3 根斜拉索 s和 6 根水平索 l组成，其上下平面

均为由水平索围成的正三角形，如图 1 所示。h 表示张拉整体轴向高度，θ表示上下平面的相对扭转角度，考

虑竖直方向的单轴载荷。使用的材料和几何参数如表 1 所示。

图 1　张拉整体结构示意图

Fig. 1　　Schematic diagram of the tensegrity

表 1　张拉整体材料和几何参数

Table 1　　Tensegrity material and geometric parameters

ln
s /cm

5.00

ln
l /cm

7.00

Rb/cm

0.35

Rs/cm

0.05

Eb/GPa

0.40

Es/GPa

1.80
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l n
s 和 l n

l 分别表示斜拉索和水平索的自然长度，R b 和 R s 分别表示杆件和绳索的截面半径，E b 和 E s 分别表示

杆件和绳索的弹性模量。杆件假定为玻璃纤维杆，该类材料制成的杆件常用于制作雨伞伞骨、鱼竿等，具有

很高的柔韧性，最大变形量可达原长的 30%，远高于本文中张拉整体中所产生的屈曲变形，可以避免结构在

屈曲过程中出现破坏或失效。张拉整体是一种特殊的自平衡结构，需要为其提供预应力来实现平衡状态。

本文中张拉整体自平衡所需的内力由斜拉索的预伸长提供。以斜拉索预应变水平 P 来表征结构不同的自平

衡状态。预应变水平定义为绳索伸长量与自然长度的比值，即

P =
l 0

s - l n
s

l n
s

， （1）

式中：l 0
s 是施加预应变后的斜拉索长度，同理，l 0

l 、l 0
b 分别是水平索和斜杆受预应变后的长度。张拉整体在受

到轴向加载时，各个节点具有相同的受力情况。根据 Fraternali 等 [22]提出的轴向加载张拉整体几何非线性模

型理论计算方法，任选一个节点列出其平衡方程为

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

x： 
l
6 ( )2 3 ( )x s + 3x l - xb + 3 ( )x s + 2xb cos ( )θ - 3x s sin ( )θ = 0，

y：  
l
6 ( )3 ( )x s + 2xb sin ( )θ - 3x s cos ( )θ = 0，

z：  h ( )xb - x s - F
3

= 0，

（2）

式中：x s、x l、xb 分别表示斜拉索、水平索和杆件的力密度；F 是受到的轴向载荷的值，将绳索受拉时的力密度定

义为正，杆件受压时的力密度定义为正。为获得各个构件在轴向压缩过程中的受力情况和位移变化，在平衡

方程的基础上添加一个由高度控制加载的控制方程。张拉整体轴向压缩理论计算方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

g1 = f1 ( l，h，θ ) ，

g2 = f2 ( l，h，θ ) ，

g3 = f3 ( l，h，θ，F ) ，

g4 = h0 - h 。
（3）

将 h0 作为自平衡状态下的张拉整体高度，通过给定张拉整体当前高度 h，以自平衡状态作为初始条件，

使用 Newton-Raphson 迭代法求解在当前高度 h 下斜拉索长度 l、扭转角度 θ和轴向压力 F。具体参数的求解

可参考 Fraternali等 [22]的研究，此处不再赘述。

为获得杆件屈曲后的力学特性，使用椭圆积分法 [23]对杆件后屈曲变形进行计算。对于一个原长为 l n
b 的

杆件，在轴向载荷 F b 的作用下发生屈曲。屈曲后轴向长度为 l 0
b，轴向位移为 Δlb，起点转角为 a，最大挠度为 δ，

如图 2 所示。

通过椭圆积分法，可以将构件原长表示为与载荷有关的第一类完全椭圆积分，即

l n
b =

2
k ∫0

π
2 dφ

1 - p2 sin2 ( φ )
=

2
k

K ( p )， （4）

图 2　杆件后屈曲变形示意图

Fig. 2　　Schematic diagram of post-buckling deformation of a bar
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式中：k 2 = F b E b I，p = sin ( a 2 )，sin ( θ 2 ) = p sin (φ )。由式（4）可知，积分 K 只与 p 有关，即起点转角 a。当 a

和 l n
b 确定时，即可获得 k 2 的值，从而得到此时的轴向载荷大小 F b。

进一步得到杆件最大挠度

δ =
2p
k ∫0

π
2

sin ( φ ) dφ =
2p
k

。 （5）

最后可以得到杆件屈曲后轴向位移 Δlb 为

Δlb = 2l n
b - 2

k ∫0

π
2

4 - k 2δ2 sin2 ( φ ) dφ， （6）

式中：k 2 和 δ均为已知量。通过式（6）可以求出杆件屈曲后的载荷与位移的关系，如图 3 所示。

当杆件轴向载荷到达屈曲临界载荷 P cr 时，杆件进入屈曲状态，此时轴向位移为 Δlb。由图 3 发现杆件屈

曲后的载荷与位移的变化仍近似为线性关系，故将杆件视为双线性本构关系。屈曲前阶段弹性模量为 E b，屈

曲后阶段的弹性模量等效为 E 'b，即

E b =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

E b =
F b /A b

Δlcr /l n
b

，                F b < P cr，

E 'b =
( F b - P cr ) /A b

( Δlb - Δlcr ) /l n
b

，    F b ≥ P cr，
（7）

将由式（7）所得杆件等效弹性模量代入到式（3）的杆件力密度 xb 中，通过迭代求解即可获得后屈曲张拉

整体的静力学特性。杆件屈曲的临界载荷 P cr 由压杆失稳的欧拉方程式（8）给定。

P cr =
π2 E b I

( l n
b )2

。 （8）

通过上述方法，以预应变水平 P=0.005 的张拉整体为例，绘制轴向载荷 -位移曲线，并使用 ABAQUS 建

立有限元模型进行验证，结果如图 4（a）所示。在结构发生屈曲前，张拉整体结构的轴向刚度较高，且由于几

何非线性的存在，随着载荷的增加，轴向刚度会小幅上升。而当杆件内力超过屈曲临界载荷时，张拉整体进

入后屈曲阶段，张拉整体结构在压缩过程中扭转程度会增大，当扭转角 θ超过 180°时，杆件中部会发生接

触 [22]。在计算过程中，发现在所设定的参数范围内，结构屈曲始终发生于杆件接触之前。在后屈曲阶段，张

拉整体的轴向刚度大幅下降，但仍然为正刚度。这一特性为设计低频隔振张拉整体超材料提供了依据。

图 3　杆件载荷 -位移曲线

Fig. 3　　Load-displacement curve of the bar

4
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1.2　后屈曲张拉整体建模

本文所设计的张拉整体超材料如图 5 所示。虚线框中为一个周期单胞，由 2 个不同预应变水平的张拉整

体和质量为 M=0.2 kg 的刚性圆盘组成。张拉整体为超材料提供刚度，刚性圆盘提供质量，并且假设扭矩不会

由张拉整体传递至圆盘 [11]。为简化计算过程，将该超材料简化为图 5 所示的弹簧 -质量双原子链模型 [24]。

考虑小振幅情况下沿超材料链传播的纵波，任取一个周期列出其运动学方程。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

M
d2 u1，n

dt2
= K 1 ( )u2，n - 1 - u1，n - K 2 ( )u1，n - u2，n ，

M
d2 u2，n

dt2
= K 2 ( )u1，n - u2，n - K 1 ( )u2，n - u1，n + 1 ，

（9）

式中：K 1 和 K 2 表示一个周期单胞中的 2 个张拉整体结构的等效刚度。表达式为

K = - 3

V -1
33 ( l，h，θ )

。 （10）

式（10）中的 V 33 来自由式（3）计算所得的雅可比矩阵 V。根据 Bloch 理论 [25]列出相邻周期间的位移关系

{ u2，n - 1 = eika u2，n，

u1，n + 1 = e-ika u1，n，
（11）

式中：a 表示一个单胞的长度，即晶格常数；K 1 和 K 2 表示张拉整体的轴向刚度。运动方程的谐波解 [26]

图 5　张拉整体超材料及双原子链模型示意图

Fig. 5　　Schematic diagram of tensegrity metamaterial and diatomic chain model

图 4　载荷 -位移曲线和应力云图

Fig. 4　　Load-displacement curve and stress cloud diagram
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ì
í
î

ïïïï

ïïïï

u1，n = A 1 e-i ( )ωt - nka ，

u2，n = A 2 e
-i ( )ωt - ( )n +

1
2

ka

，
（12）

式中：ω表示振动波的频率；k表示 Bloch 波矢；A 1、A 2 表示 2 个圆盘的振幅。联立式（9）~（12）得

-ω2é
ë
êêêê ù

û
úúúúM 0

0 M
é
ë
êêêê ù

û
úúúúA 1

A 2

=
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú-K 1 - K 2 K 1 e

ika
2 + K 2 e

- ika
2

K 1 e
- ika

2 + K 2 e
ika
2 -K 1 - K 2

é
ë
êêêê ù

û
úúúúA 1

A 2

。 （13）

求解该特征值方程得

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ω 2
1 =

K 1 + K 2

M
- 1

M
K 2

1 + K 2
2 + 2K 1 K 2 coska  ，

ω 2
2 =

K 1 + K 2

M
+

1
M

K 2
1 + K 2

2 + 2K 1 K 2 coska  。
（14）

式（14）描述了角频率与波矢 k 的关系，即超材料的色散关系。令波矢 k 在不可约布里渊区内取值计算即

可获得该超材料的带隙。当波矢 k 取值在不可约布里渊区边界时（k = π/a），频率将达到 2 个极限值，即带隙

上限和带隙下限，由式（15）表示，在这 2 个频率之间的弹性波不能传播。

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

fupper =
ω upper

2π
=

2K 2

M
2π ，

f lower =
ω lower

2π
=

2K 1

M
2π 。

（15）

根据 1.1 节中的后屈曲张拉整体载荷-位移特性和 1.2 节中的带隙表达式（15），以由 P1=0.005 和 P2=0.015

的张拉整体组成的超材料为例，分析其带隙和承载能力。

图 6（a）为超材料单个周期的载荷-位移曲线。由于 2 个不同预应变水平的张拉整体存在，随着载荷的增

加，单胞中的 2 个张拉整体会先后进入后屈曲。第 1 个张拉整体屈曲发生在约 35 N 的载荷下，第 2 个张拉整

体屈曲发生在承载 49 N 时。图 6（b）为带隙范围随载荷的变化情况。在第 1个张拉整体屈曲前，带隙下限会随

着载荷的增加而逐渐提高，带隙的宽度也逐渐减小。第 1个张拉整体屈曲发生后，带隙下限随着载荷的增加开

始降低，而且带隙宽度也逐渐增大。结合图 6（a）发现，在第 2个张拉整体屈曲后，带隙上下限几乎一致，基本失

去隔振能力。但载荷仍然可以继续增加，说明该结构具有较好的稳定性，在超过极限载荷后仍未失效。

为兼顾超材料的承载和隔振能力，以第 2个张拉整体即将屈曲的临界状态作为极限状态，此时的载荷作为

极限载荷，如图 7所示。2次屈曲之间的范围即为所提出的后屈曲张拉整体超材料。通过引入杆件的后屈曲变

图 6　单胞载荷 -位移曲线和超材料带隙图

Fig. 6　　Load-displacement curve of unit cell and bandgap of metamaterial

6
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形，可以在降低带隙频率的同时兼顾较高的承载能力，并且带隙宽度相较于未发生屈曲时也会有所增加。

2　带隙与极限载荷的优化设计

2.1　双目标优化框架

超材料的低频带隙对实现良好的低频隔振效果至关重要，同时具有一定的承载能力使超材料在实际应

用中能够承受预期的载荷而不发生损毁。为使超材料能够兼顾低频隔振能力和极限承载能力，需要对其进

行双目标优化。

基于数据驱动的优化方法是一种通过利用大量试验或仿真数据，结合机器学习和优化算法等实现系统

设计和参数调整的高效优化方法。文献 [20]将基于数据驱动的优化框架应用于张拉整体机械臂的设计，实

现了机械臂的精确驱动，具体优化方法可参考该研究。建立该优化框架包括：实验设计、计算分析、机器学习

和双目标优化。实验设计需要确定所关注的目标变量以及与之相关的因素，将其作为设计变量。然后，根据

前文所得到的理论计算分析，生成样本进行机器学习。最后，优化得到更好的设计方案。优化流程如图 8

所示。

图 7　极限状态示意图

Fig. 7　　Schematic diagram of ultimate load

图 8　多目标优化流程

Fig. 8　　Flowchart of multi-objective optimization
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多目标优化是在给定约束条件下找到一组解，这些解在多个目标方向上都是尽可能好的，Bessa 等 [27]在

研究中曾综合对比了多种多目标优化算法。本文的优化目标是一个黑盒函数，无法直接获得其梯度信息。

Deb 等 [28]提出的非支配排序遗传算法 II（NSGA-II）是一种非梯度的优化算法，可以很方便地解决难以获得梯

度的优化问题，并且 NSGA-II在处理多目标优化问题时具有很强的通用性和很高的计算效率，这里采用该算

法进行优化。

NSGA-II 算法通过非支配排序和拥挤度距离策略，在搜索中寻找均匀分布的高质量解集。NSGA-II 算

法的具体步骤为：首先，创建初始种群，对当前种群进行快速非支配排序，确定个体优劣，在每个前沿内计算

个体拥挤距离，通过选择、交叉和变异操作生成新的种群；然后，将父代种群和子代种群合并，对合并后的种

群再次进行快速非支配排序，根据非支配排序和拥挤距离选择下一代种群；最后，循环上述操作直至满足终

止条件（即达到最大迭代次数）。该算法可以在 Python 程序中调用 pymoo 库实现，在计算过程中需要设定的

基本参数有种群大小、交叉概率、变异概率、迭代次数等。选择合适的种群大小可以避免陷入局部最优，交叉

概率和变异概率的合理选择有助于维持种群多样性，设置足够的迭代次数可以使算法有足够的迭代空间，确

保解的收敛。NSGA-II算法的相关参数设置如表 2 所示。

2.2　参数设计与代理模型建立

当 l n
s 和 l n

l 确定时，根据平衡方程式（2）和几何关系可以求出杆长，从而确定张拉整体构型，故将 l n
s 和 l n

l 作

为优化设计变量。设计空间为

l n
l =[ 4， 10 ] cm， l n

s =[ 5，10 ] cm。 （16）

优化目标为带隙下限 f lower 和极限载荷 Fmax。为避免超材料的晶格常数过大，控制单个周期的长度，对组

成超材料的张拉整体自平衡状态下轴向高度进行约束。综上所述，可以写出该多目标优化问题的优化列

式为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

max Fmax = q*
1 ( )l n

l ，l n
s ，

min f lower = q*
2 ( )l n

l ，l n
s ，

s.t. h = ( l n
s )2 +

( )3 - 2

3
( l n

l )2 ≤ 8 cm，

（17）

式中，q*
1 和 q*

2 为极限载荷和带隙下限的代理模型。多目标优化需要多次重复计算获得最优解，而通过建立代

理模型可以极大节省多次重复计算的时间成本。

为建立代理模型，需要生成用于训练的数据库 [ ( x 1 , q1 ) ,( x 2 , q2 ) ,⋯ ,( xN , qN ) ]，其中 x = [ x1 , x2 ] = [ l n
l , l n

s ]，
q = [ Fmax , f lower ]。Fmax 用于训练 q*

1，可以通过式（1）~（8）计算求得。 f lower 用于训练 q*
1，可由式（14）求得。用于训

练数据代理模型 q*
1 和 q*

2 的数据库大小均为 N=200。由于带隙下限 f lower 和极限载荷 Fmax 的代理模型计算过程

相同，均采用高斯过程回归方法 [29]，此处仅以极限载荷  Fmax 的代理模型为例，其模型表示为

q*
1 = f [ x* ]+ ϵ *， （18）

式中：f [ x* ]是 x* 由高斯过程回归近似的未知函数值；ϵ * 为依赖于输入点 x* 的标准差为 σ的加性高斯噪声。

预测值与已知数据点的关系可以写为如下所示的多元高斯分布形式。

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

q

q̂*
1

~N (0，  
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

K + R k*

k T
* k [ ]x*，x* )， （19）

式中：k T
* = {k [ x 1 , x* ] ,⋯ , xN , x*}为所有由训练点和新点 x* 组成的核函数向量；K 为训练点的核矩阵；R 为对角

表 2　NSGA-II算法相关参数

Table 2　　Related parameters of NSGA-II algorithm

相关参数

参数值

种群大小

20

迭代次数

100

交叉概率

0.9

变异概率

0.9
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噪声矩阵；每一项包含各自输入点处感兴趣量 q 的方差。由此，可写出新点的兴趣量 q*
1 的预测均值和方差分

别为

mean [ q̂*
1 ]= k T

* (K + R) -1
q， （20）

cov [ q̂*
1 ]= k [ x*，x* ]- k T

* (K + R) -1
k*。 （21）

在建立代理模型时采用平方指数核函数，它已经在研究中被广泛使用 [19]，该核函数表达式为

k [ x I，x J ]= η2 exp
é
ë
êêêê∑

k = 1

2 - 1

2λ2
k

( xI
k - xJ

k) 2ù
û
úúúú。 （22）

最后，通过统计学参数 R2 来判断代理模型的准确性，R2 的值越接近 1 则说明代理模型准确性越高。经验

证，2 个代理模型的 R2 值分别为 0.999 94 和 0.999 98，准确度已经可以满足后续优化过程。

3　优化结果讨论

将建立的代理模型引入到 NSGA-II 算法中进行多目标优化，画出后屈曲张拉整体超材料带隙下限和极

限载荷的帕累托边界，如图 9（a）所示。帕累托边界的下方是所有可行的取值，而边界上则为带隙下限和极限

载荷的最优解集。图 9（b）为多目标优化迭代次数与超体积的变化情况，纵轴是每次迭代后的超体积。超体

积是衡量帕累托边界覆盖程度的指标，当超体积趋于稳定时说明帕累托边界较好地收敛到了全局最优解。

如图 9（b）所示，在经过约 20 次迭代后，超体积趋于稳定，说明结果已经收敛。

当 l n
l 和 l n

s 取值为（6.80，4.00）cm 时，该超材料具有低至大约 3 Hz 的带隙频率，同时具有约 40 N 的极限载

荷；而当 l n
l 和 l n

s 取值为（5.00，4.00）cm 时，具有约 30 Hz 的带隙下限和约 120 N 的极限载荷。由此可见，通过合

理选择结构参数可以实现带隙与承载能力的大范围调节。在设计后屈曲张拉整体超材料时，可以根据目标

隔振频率和承载能力，参考帕累托边界，自行选择恰当的几何尺寸。如某设备隔振台，承受到 50~70 N 的载

荷，同时，要求过滤 20 Hz 以下的振动频率，则可以在帕累托边界上选择满足目标载荷和频率的点，如图 9（a）

虚线框中所示。

图 9（a）中标注了优化前的后屈曲张拉整体超材料的极限载荷和带隙下限的情况，以及一些以往研究所

提出的具有承载能力的低频隔振超材料。Zhou 等 [30]提出的准零刚度超材料在具有约 1.5 N 承载能力时可以

实现最低 5 Hz 的隔振频率。Hu 等 [31]所设计的超材料在具有约 25 N 承载能力时可以实现最低 25 Hz 的隔振

频率，具体参数如表 3 所示。这些结果均在帕累托边界的下方，即通过优化可以在具有以往低频隔振超材料

所能实现的隔振频率的同时获得更好的承载能力。以 Hu 等 [31]所提出的超材料为例进行对比，在具有相同的

图 9　帕累托边界图和收敛曲线

Fig. 9　　Pareto frontier graph and convergence curve
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带隙下限频率时，本文所提出的超材料经过优化设计后，承载能力提高了约 3.6 倍。

4　结束语

针对可承载低频隔振超材料的设计问题，提出了一种考虑杆件屈曲变形的新型张拉整体超材料。该超

材料通过利用屈曲所带来的刚度软化，在具有一定承载能力的情况下，可以打开 30 Hz 以下的极低频带隙。

首先，通过对后屈曲张拉整体进行静力学分析，获得其刚度特性；然后，利用基于双原子链的简化模型计算后

屈曲张拉整体超材料的带隙特性；最后，将张拉整体的水平索和斜拉索长度作为设计变量，通过基于数据驱

动的多目标优化方法优化后屈曲张拉整体超材料的带隙和承载特性。优化后的帕累托边界提供了一组最优

结构参数，可以使该超材料在具有较高的承载能力的同时，获得极低的带隙频率。
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