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双材料含椭圆热夹杂的平面应变问题解析解
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摘要：以含椭圆热夹杂的结合双材料为研究对象，对其平面应变问题进行解析求解和算例讨

论。根据 Eshelby 提出的夹杂分析方法，推导了椭圆夹杂受热本征应变作用引起的弹性场封闭解析

解。受 Dundurs 参数启发，当前解析解引入了 1 个新的材料参数（范围 -1~1）和 5 个类张量表达式来

简洁表达，使之便于实际应用。针对典型的圆形夹杂问题，解析解在形式上可以得到极大简化，且

根据得到的解析解给出了双材料界面上位移、应变和应力的跳跃条件。通过调整双材料的杨氏模

量和泊松比，当前解可以退化为全平面或半平面含椭圆热夹杂的解析解。本文的数值解与已发表

文献中的数值解的一致性证实了所推导解析解的正确性。
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A closed-form solution to an elliptic cylindrical thermal inclusion in a 
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Abstract: This article addresses the plane strain problem of a bi-material system containing an elliptical 

cylindrical thermal inclusion. Using Eshelby ’ s inclusion analysis method, we derive closed-form analytical 

solutions for the elastic field induced by the thermal inclusion. Inspired by Dundurs ’  parameters, we introduce a 

new material parameter (ranging from -1 to 1) and five tensorially structured expressions to succinctly represent 

the analytical solution, facilitating its practical applications. For circular inclusion scenarios, the analytical 

solution simplifies significantly, and we derive explicit jump conditions for displacement, strain, and stress at the 

bonded interface of the bi-material. By adjusting the Young ’s moduli and Poisson ’ s ratios of the bi-material, the 

solution can reduce to cases of a full or half-plane containing a thermal elliptical inclusion. The accuracy of the 

proposed solution is validated through consistency with previously published analytical results and by matching 
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numerical solutions from the literature, confirming the correctness and reliability of the derived analytical 

expressions.

Keywords: elliptic thermal inclusion; perfect bonded interface; bi-material; closed-form solution

双材料问题的研究在许多工程实际中有重要应用，例如，芯片传感器 [1]、压电层和压磁层 [2⁃3]。双材料的理

论研究经常使用 Dundurs 参数 [4]，即 α和 β。Dundurs 指出，双材料的应力和应变解可以通过 Dundurs 参数的组

合来表示。将双材料中含热夹杂的解析解与 Dundurs 参数相结合，可以厘清解对材料参数的相关性、简化公

式并促进解析解的推广 [5]。

自从 Eshelby 取得突破性成果以来 [6]，关于材料中含夹杂物的各种问题也得到了广泛的研究 [7⁃8]。然而，大

多数研究都集中在全空间的夹杂物上，相较之下，对具有更广泛适用性的双材料的研究相对较少。结合界面

周围弹性场的分布随着结合条件的变化而变化，如果考虑到椭球体夹杂的影响，弹性场将变得更加复杂 [9⁃10]。

Mindlin 等 [11]借助 Galerkin 矢量应力函数，获得了无限半空间内含球形热夹杂物的弹性场解析解。1965 年，

Dundurs等 [12]通过对已知半空间解的叠加，得到了由 2 个无摩擦接触结合半空间中点力产生的弹性场解。

Chiu[13]利用了伽辽金矢量法，得到了全空间长方体夹杂应力的三重傅里叶积分表达式，并根据胡克定律

和几何方程求出应变场和位移场。基于镜像法，将全空间与镜像空间中的夹杂物分别产生的弹性场进行叠

加，再将对称表面上的残余应力消除，即获得半空间长方体夹杂的应力场和表面位移场 [14]。Ju 等 [15]通过引入

共焦虚拟椭球的外单位法向量，推导出了全空间椭球夹杂外场点的 Eshelby 张量。2022 年，李璞等 [16]等利用

数值等效夹杂算法与快速傅里叶变换求解了全空间内夹杂物与刃型位错的交互能。谢东东 [17]研究了半平面

矩形夹杂弹性场的基本单元解，通过结合叠加原理和 FFT 算法可求解出半平面含任意夹杂的数值解。即使

是矩形夹杂解的二重积分结果也很复杂，为了更加简洁明了地呈现出最终的单元解，谢东东在推导半平面矩

形夹杂基本单元解时引入了金晓清等 [18]2016 年提出的一种单元解的记号方法。

双材料中存在的热夹杂往往会改变其机械性能，从而影响整体的可靠性和疲劳寿命。因此，推导双材料

含热夹杂的解析解可以从微观力学角度理解此类材料的潜在失效机制，并为优化相应的材料性能提供理论

基础 [19⁃20]。早期的学者们研究并推导了在 2 个完全结合或无摩擦接触结合半空间中由热膨胀引起的弹性场

的解 [21⁃23]，这些解相较于 Mindlin 推导出的半空间基本解更为复杂。Yu 等 [24]推导了 2 个完全结合半空间的

Galerkin 矢量应力函数，并使用势函数及其导数来简化位移和应力的隐式表达式。另外，Walpole[25]推导出了

双材料中均匀夹杂物产生的弹性场的隐式解析解。

2016 年，Wang 等 [26]推导出了 2 个完全结合半空间之一中含有基本立方体夹杂的弹性场的解析解，Yu

等 [10]推导出了 2 个无摩擦结合半空间之一中含基本立方体夹杂物的弹性场的解析解。Li等 [27⁃28]已经得到了在

2 个不完全结合半空间中由均匀立方体夹杂引起的弹性场的解析解。最近，Lyu 等 [29]推导出了由 2 个完全结

合的半空间之一中含椭球热夹杂引起的弹性场应力、应变和位移的解析解。目前，关于双材料中由夹杂引起

的弹性场解析解主要是集中在三维条件下研究的，相应解析解表达式比较复杂，也不便于应用。对于双材料

的热夹杂物问题，现有文献并没有针对平面应变情况下相关解析解的报道。事实上，平面应变条件下的解析

解能够以封闭形式给出，更加便于应用，同时也具有重要的理论意义。

笔者在平面应变条件下，推导出了双材料中位移、应力和应变场的显式解析解。同时，通过引入取值范

围为-1~1 的新型材料参数和 5 个类张量表达式，能以更为紧凑统一的形式表示最终的解析解，也为深入探索

双材料的力学性能与材料组合参数之间的内在联系提供了重要的理论支撑。

1　双材料中含椭球热夹杂的解析解

考虑双材料含椭球热夹杂区域为Ω，边界为

x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
( )x3 - c

2

a2
3

≤ 1  ，                       (  c ≥ a3)， （1）

41



重 庆 大 学 学 报 第  48 卷

式中：aI（ I = 1, 2, 3）是以（0, 0, c）为中心的椭球热夹杂的半轴。如图 1 所示，椭球夹杂 Ω具有均匀的本征应

变，即 ε*
11 = ε*

22 = ε*
33 = ε*，ε*

12 = ε*
13 = ε*

23 = 0，并嵌入在半空间 I 中。在连接界面，2 个完全结合半空间的边界

条件表示为 uI
p = uII

p 和 σ I
3p = σ II

3p （ p = 1, 2, 3）。

对于位于半空间 I 中的响应点，二阶位移 Eshelby 张量 W pq 的显式表达式是通过对 Wang 等 [27]2016 年提出

的本征应变解的每个分量进行分类和积分来获得的。可表示为

W I
pq ( x) =

- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- -- -- --- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- -- -- --
2ν Iϕ，p + 4 ( )1 - ν I δpqϕ，Q - ψ，pqQ +

2 ( )1 - Γ x3

1 + κ I Γ
[ - ψ *

，3pqQ + x3ϕ*
，pqQ + 2ν Iϕ*

，3p + (4 - 4ν I) δ3Qϕ*
，pq - (2 - 4ν I) δ3pϕ*

，qQ ]+

(1 - 2δ3P) 1 - Γ
1 + κ I Γ

é
ë
êêêê(4 - 4ν I) δPqϕ*

，p +
κ 2

I - 1
2

(2δ3qϕ*
，p + θ *

，pqQ) + κ I(2ν Iϕ*
，p - ψ *

，pqQ) ù
û
úúúú-

( )κ 2
I - 1 ( )1 - Γ Γ

2 ( )1 + κ I Γ ( )1 + Γ
[2 (δ3q - δPq) ϕ*

，p + (1 - 2δ3p) θ *
，pqQ ]- ( )4 - 4ν I Γ

1 + Γ ( 1 - 2ν I

1 + κ I Γ
- 1 - 2ν II

Γ + κ II
) θ *

，pqQ，

（2）

式中：p,q=1, 2, 3；δpq 是克罗内克 δ（Kronecker delta）；κ是 Kolosov 常数；Γ = μ II /μ I；κ I = 3 - 4ν I；κ II = 3 - 4ν II；  

μ I 和 ν I 是半空间 I 中的剪切模量和泊松比；μ II 和 ν II 是半空间 II 中相对应的参数。带有逗号的下标表示关于 x

的导数，这里使用了 Mura 求和约定，重复的小写指标 1~3 求和，而大写指标采用相应的小写指标但不求和。

公式（2）右侧的双下划线部分表示全空间中含椭球热夹杂的位移 Eshelby 张量，其中 ϕ、ϕ*、ψ、ψ *、θ * 是势

函数，这些势函数的表达式定义为

 ϕ =∫
Ω

1 R 1 dx ′，        ψ =∫
Ω

R 1 dx ′，      ϕ* =∫
Ω

1 R 2 dx ′，     ψ * =∫
Ω

R 2 dx ′， （3）

θ * =∫
Ω
[ R 2 - ( x3 + x ′3) ln (R 2 + ( x3 + x ′3) ) ] dx ′。 （4）

如图 1 所示，F1和 F2分别表示镜像椭圆的焦点，激励点 x'响应点 x 之间的距离表示为 R 1，镜像激励点 x″与

响应点 x之间的距离表示为 R 2，即

R 1 = ( )x1 - x ′1
2
+ ( )x2 - x ′2

2
+ ( )x3 - x ′3

2
，   R 2 = ( )x1 - x″2

2
+ ( )x2 - x″2

2
+ ( )x3 + x″3

2
。 （5）

对于位于半空间 II中的响应点，二阶位移 Eshelby 张量 W pq 的显式表达式为

图 1　嵌入在双材料中椭球体、虚构的共焦椭球体及其椭球的外法向量的示意图

Fig. 1　　Illustration of an ellipsoidal inclusion embedded in bi-material and outward-unit normal vectors of ellipsoids and 

fictional confocal ellipsoid
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W II
pq

2 ( )1 - ν I Γ
=

2
1 + κ I Γ

[ - ψ，pqQ + 2ν Iϕ，p + 4 (1 - ν I) δPqϕ，p ]+ ( κ I

1 + κ I Γ
- κ II

Γ + κ II
) δ3qϕ，p -

  ( 2
1 + κ I Γ

- 2
Γ + κ II

) x3 ξ，pqQ +
2

1 + Γ
(1 - 2ν I) 1 - Γ

1 + κ I Γ
[ (1 - δ3Q) θ，pqQ - 2δPqϕ，p ]+

  
2

1 + Γ
(1 - δ3q - 2δ3p) é

ë
êêêê
( )1 - 2ν II Γ
Γ + κ II

- ( )1 - 2ν I Γ
1 + κ I Γ

ù
û
úúúú θ，pqQ ，

（6）

式（6）中，ξ和 θ的表达式为

 ξ =∫
Ω

ln (R 1 - ( x3 - x ′3) )，   θ =∫
Ω

R 1 + ( x3 - x ′3) ln (R 1 - ( x3 - x ′3) ) dx ′。 （7）

I （λ）通常是计算椭圆积分的函数，正如 2011 年 Jin 等 [30]在论文中的详细讨论，其定义为

II( λ) =
1
2

a1 a2 a3∫
λ

∞ dη

( )a2
I + η Θ ( )η ，

II( λ*) =
1
2

a1 a2 a3∫
λ*

∞ dη

( )a2
I + η Θ ( )η 。

（8）

式中：λ和 λ* 分别为
yi yi

a2
I + λ

= 1 和
zi zi

a2
I + λ*

= 1 的最大正根。此外，η表示积分变量，并且

Θ (η) = ( )a2
1 + η ( )a2

2 + η ( )a2
3 + η 。 （9）

y和 z向量的分量分别定义为

y1 = x1，      y2 = x2，          y3 = x3 - c， （10）

z1 = x1，          z2 = x2，          z3 = x3 + c。 （11）

为了表示这些势函数的导数，图 1 中点 x处的原始椭圆单位外法向量和共焦椭圆的单位外法向量定义为

np =
yp

( )a2
P + λ H ( )λ

，           n*
q =

zq

( )a2
Q + λ* H ( )λ*

， （12）

其中

H ( λ) =
yp yp

( )a2
P + λ

2
，           H ( λ*) =

zp zp

( )a2
P + λ* 2

 。 （13）

Lyu 等 [29]2022 年对双材料中含椭球热夹杂的所有解析解进行了详细推导分析，其结果可在其论文中

获取。

2　双材料中含椭圆热夹杂的解析解

椭圆夹杂实际上是使椭球的一个相应半轴趋于无穷大（a2→∞），使其成为平面应变问题。椭圆夹杂的区

域定义为

x2
1

a2
1

+
( )x3 - c

2

a2
3

≤ 1 ，                     (  c ≥ a3)。 （14）

通过将 a2 → ∞代入第 1 节中的公式（8）（12）中，可以推导出椭圆夹杂相应的结果

I1 ( λ) =
a3 ρ2

1 ρ3

a1 ρ3 + a3 ρ1

，I3 ( λ) =
a1 ρ1 ρ2

3

a1 ρ3 + a3 ρ1

，I2 ( λ) = 0，  n2 = 0，   n*
2 = 0， （15）

其中

ρ I =
aI

a2
I + λ

，  ρ*
I =

aI

a2
I + λ*

，  ρ123 = ρ1 ρ2 ρ3，  ρ*
123 = ρ*

1 ρ*
2 ρ*

3。 （16）

在椭圆夹杂中可求出 λ的具体表达式为

λ =
1
2
é
ë y2

1 + y2
3 - a2

1 - a2
3 + ( y2

1 + y2
3 - a2

1 + a2
3 )2 + 4 ( a2

1 - a2
3 ) y2

3
ù
û。 （17）

双材料含椭圆热夹杂的所有解析解都可以通过将公式（15）～（17）代入椭球夹杂的解来推导。然而，椭

圆夹杂的最终解析解非常繁琐，并且一些相同的表达式在许多地方反复出现。为了简化最终解的表达式，引
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入了 5 个类张量表达式。同时，通过引入这些类张量表达式，可以使本文封闭解的表达式更加紧凑美观。

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Lpq = ε*[ ]ρ123 np nq - δpq IP ( )λ ，Ipq = ε*[ ]ρ*
123 n*

p n*
q - δpq IP ( )λ* ，Cp = ε* IP ( )λ ，

Dp = ε* IP ( )λ* ，Upq = ε* ρ*
123

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úx3

H ( )λ* ( )δ3p n*
q

a2
3 + λ*

+
δ3q n*

p

a2
3 + λ*

+
δpq n*

3

a2
P + λ*

- M pq ( )λ* ，
（18）

其中

M pq ( λ*) = ( 1 - 4n*
1 n*

1

a2
1 + λ*

+
1 - 4n*

3 n*
3

a2
3 + λ*

+
2

a2
P + λ*

+
2

a2
Q + λ*

+
2

a2
3 + λ* ) x3 n*

3 n*
p n*

q

H ( )λ*

。 （19）

Dundurs 先前证明 [4]，双材料的应力场可以用 2 个 Dundurs 参数（α，β）来表示。此外，α和 β的值被限制在

一个范围较小的平行四边形中，而 μ II /μ I 的原始值从零到无穷大不等。这极大地简化了最终解析解和减少了

验证最终解析解所需的工作量。Dundurs参数定义为

α =
μ II( )κ I + 1 - μ I( )κ II + 1

μ II( )κ I + 1 + μ I( )κ II + 1
，β =

μ II( )κ I - 1 - μ I( )κ II - 1

μ II( )κ I + 1 + μ I( )κ II + 1
。 （20）

式（20）中，平面应力下，κ I =（3 - ν I）/（1 + ν I），平面应变下，κ I = 3 - 4ν I。

从 Dundurs参数中汲取灵感，定义了 1 个新的材料参数，以减少最终解析解对材料参数的依赖性，使其适

用于双材料含椭圆热夹杂的解析解。该材料参数表示为

γ i =
μ i - δ Ii μ II - δ IIi μ I

μ i + δ Iiκ i μ II + δ IIiκ i μ I

。 （21）

这个新材料参数的取值范围为 -1～1，γ I 的表达式可以从上式得到

γ I =
β - α
β + 1

=
μ I - μ II

μ I + κ I μ II

。 （22）

通过将新的材料参数和 5 个类张量表达式代入椭圆热夹杂的解析解中，半平面 I 的最终位移解析解表

示为

uI
p ( x) =

( )7 - κ I

( )1 + κ I
{- -------- -------ypCp + γ I[ zpκ I Dp (1 - 2δ3p) - 2x3 Ip3 ] }， （23）

式中：右侧的双下划线项表示全平面中相应的热夹杂物的解。

半平面 I中椭圆热夹杂外部点的应变分量可以表示为

ε Iext
pq ( x) =

( )7 - κ I

( )1 + κ I
{---Lpq + γ I[ (κ I - 1) (δ3p + δ3q) Ipq - κ I Ipq - 2Upq ] }。 （24）

在椭圆夹杂内部的点，λ的值为 0。通过代入，内部点的应变分量可以表示为

ε I int
pq ( x) =

( )7 - κ I

( )1 + κ I
{- -- ------ -- -----δpqCp + γ I[ (κ I - 1) (δ3P + δ3Q) Ipq - κ I Ipq - 2Upq ]  }， （25）

式中：上标“ext”表示位于椭圆夹杂物外部的外部点；上标“int”表示位于椭圆夹杂物内的内部点。

与应变类似，在半平面 I中椭圆夹杂外部点的应力分量可以表示为

σ Iext
pq ( )x
2μ I

=
( )7 - κ I

( )1 + κ I
{---Lpq + γ I[ (κ I - 1) (δ3P + δ3Q) Ipq + (3 - κ I) δpq I33 - κ I Ipq - 2Upq ] }。 （26）

椭圆夹杂物内部点的应力分量可表示为

σ I int
pq ( )x
2μ I

=
( )7 - κ I

( )1 + κ I
{
- -- -- -- ----- -- -- --- -- -- -- ----- -- -- --
δpq ( )Cp - ε* + γ I[ (κ I - 1) (δ3P + δ3Q) Ipq + (3 - κ I) δpq I33 - κ I Ipq - 2Upq ] }。 （27）

半平面 II中的应力、应变和位移表达式可以表示为

uII
p ( x) =

( )7 - κ I ( )γ Iκ I + 1

( )κ I + 1
ypCp， （28）

ε II
pq ( x) =

( )κ I - 7 ( )γ Iκ I + 1

( )κ I + 1
Lpq， （29）
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σ II
pq ( )x
2μ II

=
( )κ I - 7 ( )γ Iκ I + 1

( )κ I + 1
Lpq = ε II

pq ( x)。 （30）

需要指出的是，在公式（18）中，I11 + I33 = 0、U 11 + U 33 = 0、L11 + L33 = 0、C 1 + C 3 = ε*，代入正应变和正应

力的表达式时，得到

ε II
11 ( x) + ε II

33 ( x) = σ II
11 ( x) + σ II

22 ( x) + σ II
33 ( x) = 0。 （31）

从公式（31）可以看出，双材料含椭圆热夹杂的正应力之和与正应变之和在半平面 II中为零。

注意到应力在量纲上与应变和位移不一致，故将最终应力解用应力除以剪切模量来表示。若如此，对双

材料含椭圆热夹杂的问题，有一个突破性的发现，不仅应力和应变解可以用 2 个材料参数表示，而且位移解

也可以用 2 个材料参数表示。综上，双材料含椭圆热夹杂的所有解析解都可以用 κ I 和 γ I 完全表示。此外，当

椭圆夹杂物位于半平面 II中时，用 κ II、γ II 代替 κ I、γ I 可以快速获得相应的解析解。

3　分析解析解及其在特定案例中的应用

讨论了 4 个相关主题，第 1 个主题介绍了双材料含圆形热夹杂的解析解；第 2 个主题报告了在双材料结

合界面处的跳跃条件；在第 3 小节中，通过将双材料的弹性模量之比设置为 1、0 或无穷大，研究了双材料的 3

种特定组合（即全平面、半平面和刚性基体）；第 4 个主题使用参数算例来研究双材料的材料参数组合对弹性

场解的影响。

3.1　双材料含圆形热夹杂的所有封闭解

通过将 a1 = a3 代入第 3 节中的相应等式中，可以快速获得具有完美界面双材料含圆形热夹杂的所有解。

其全平面的结果可以与已发表文献中的解析解进行对比 [30⁃31]。当圆形夹杂的半径为 a 时，通过代入第 2 节中

的相应方程，可以快速获得所有解。

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

λ = R 2
1 - a2，      IP ( )λ =

a2

2R 2
1

，       ρ123 =
a2

R 2
1

 ，     H ( )λ =
1

R 2
1

，       np =
yp

R 1

，

λ* = R 2
2 - a2，      IP ( )λ* =

a2

2R 2
2

 ，      ρ*
123 =

a2

R 2
2

，      H ( )λ* =
1

R 2
2

，     n*
p =

zp

R 2

，

M pq ( )λ* =
4x3 z3 zp zq

R 4
2

。
（32）

第 2 节中引入的 5 个类张量表达式可以推导为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Lpq =
ε* a2

R 2
1

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúyp yq

R 2
1

  - δpq

2
， Ipq =

ε* a2

R 2
2

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúzp zq

R 2
2

- δpq

2
， Cp =

ε* a2

2R 2
1

，

Dp =
ε* a2

2R 2
2

， Upq =
ε* x3 a2

R 4
2

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( )δ3p yq + δ3q yp + δ3q yp - 4z3 zp zq

R 2
2

。
 （33）

圆形热夹杂的所有解可以通过结合公式（33）与公式（23）～（30）获得，这些解的形式仍然与第 2 节中椭

圆夹杂解析解的形式相同，但 5 个类张量表达式发生了相应的变化。这些类张量表达式便于编程验证最终

解，通过编程验证，在全平面中含圆形夹杂的解析解在数值上与已发表文献中的解相同 [30⁃31]。此验证也证明

了本文所呈现解析解的正确性。

3.2　结合界面处的跳跃条件

研究了结合界面处位移、应变和应力的跳跃条件，这可以从微观力学角度解释和预测完美界面处的失效

机制及能量耗散。结合界面上的点存在以下关系：y1 = z1，y2 = z2 = 0，y3 + z3 = 0，n1 = n*
1，n2 = n*

2 =

0，n3 + n*
3 = 0，x3 = 0，ρ123 = ρ*

123 和 λ = λ*。因此，对于结合界面上的点，5 个类张量表达式推导为

Lpq = ε*[ ρ123 np nq - δpq IP ( λ) ]，Ipq = ε*[ ρ*
123 n*

p n*
q - δpq IP ( λ) ]，Cp = Dp = ε* IP ( λ)，Upq = 0。 （34）

需要注意的是，椭圆柱夹杂是一个平面应变问题。因此，与 2 方向相关的应变解为 0（即 ε12 = ε22 = ε32 =

ε21 = ε23 = 0），以及与 2 方向相关的应变的跳跃量为 0（即 Δε12 = Δε22 = Δε32 = Δε21 = Δε23 = 0）。结合界面上位

移、应变和应力的跳跃条件为

Δup ( x) = uI
p - uII

p，      Δεpq ( x) = ε I
pq - ε II

pq，      Δσpq ( x) = σ I
pq - σ II

pq， （35）
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式中：Δ表示完全界面上相应解的跳跃量；上标 I和 II分别表示从半平面 I和 II侧接近结合界面的值。

结合界面处的位移跳跃量可以表示为

Δup ( x) =
( )7 - κ I

( )1 + κ I

γ Iκ ICp ( zp (1 - 2δ3p) - yp) = 0， （36）

公式（36）表明双材料（其一含椭圆夹杂）的位移解是连续的。

结合界面处的应变跳跃量可以表示为

Δεpq ( x) =
( )7 - κ I

( )1 + κ I

γ I[ (κ I - 1) (δ3p + δ3q) Ipq - κ I Ipq + κ I Lpq ]。 （37）

通过公式（37）结合公式（34）可以推导出除了 Δε13( x)，Δε31( x)和 Δε33( x)之外，其他的应变跳跃量都等于 0（即

Δε11 = Δε12 = Δε21 = Δε22 = Δε23 = Δε32 = 0）。

结合界面处的应力跳跃量可以表示为

( )1 + κ I Δσpq ( )x

2 ( )7 - κ I μ Iγ I

= -Lpq + [ (κ I - 1) (δ3P + δ3Q) Ipq + (3 - κ I) δpq I33 - κ I Ipq ]。 （38）

通过公式（38）结合公式（34）可以推导出除了 Δσ11( x)和 Δσ22( x)之外，其他的应力跳跃量都等于 0。

在全平面中，由于 2 个剪切模量（μ I 和 μ II）相等，因此，γ I 为 0。故结合界面处的所有位移、应变和应力跳跃

量均为 0。这与全平面的物理意义一致，也从侧面证实了推导的跳跃条件的正确性。

3.3　当前解析解与已知解析解之间的对比分析和比较验证

通过改变双材料的弹性模量比为 1，0 和无穷大，研究了双材料的 3 种特定组合，即全平面、半平面和刚性

基体。提出了 3 个基准示例，以比较和分析当前的解析解与相应文献中已发表的解析解 [30⁃32]。在这 3 个示例

中，椭圆热夹杂嵌入在半平面 I中，以（0，3）为中心，椭圆的 2 个半轴的长度分别为 3.0 和 2.0。表 1 提供了有关

椭圆夹杂物的其他几何信息。

表 2 列出了在 3 种条件下双材料的材料参数。在 3 种情况下，半平面 I的杨氏模量定义为 320 GPa。在全

平面、半平面和刚性基体情况下，半平面 II 的杨氏模量分别定义为 320、0、320 000 GPa。在这 3 种情况下，除

第 2 种情况下平半面 II 的泊松比为 0 外，其余泊松比为 0.3。在编程验证过程中，为了保证数值解的高精度，

使用 FORTRAN 语言对最终解析解进行双精度编程。先前发表文献中的解析解被用于验证本文研究中获得

的解析解的正确性。

表 1　双材料中椭圆夹杂物的几何参数

Table 1　　The configuration of elliptical inclusion in bi-material

参数

椭圆中心位置 c/mm

椭圆夹杂尺寸 (a1 , a3 ) /mm

观测线（x1 , x2 , x3）/mm

本征应变分量[ ε*
11 ε

*
22 ε

*
33 ε

*
23 ε

*
13 ε

*
12 ]

T

值

(0.0, 3.0)
(3.0, 2.0)

(0.5, 0.0, -2.0~8.0)

[ ε* ] = 10-3 × [1  1  1  0  0  0] T

表 2　3种验证案例中双材料的材料参数

Table 2　　The material parameters of bi-material for three validation cases

示例

全平面

半平面

刚性基体

半平面 I

杨氏模量 EI/GPa

320

320

320

泊松比 vI

0.3

0.3

0.3

半平面 II

杨氏模量 EII/GPa

320

0

320 000

泊松比 vII

0.3

0

0.3
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3.3.1　全平面

通过设置 μ I = μ II = μ和 ν I = ν II = ν，将双材料问题转换为全平面问题。将 γ I = 0 代入公式（23）～（30），得

到全平面含椭圆热夹杂弹性场的所有解析解。使用先前已发表的解析解[30⁃31]来验证当前的解析解。如

图 2（b）～（d）所示，椭圆夹杂内点的位移与坐标呈线性关系，而应力和应变值与点的位置无关并保持不变。

在椭圆夹杂外部，除 2 方向上的位移和正应力外，弹性场的解与坐标呈非线性关系。变量 u1、u2、ɛ11、ɛ33、σ11、σ22

和 σ33关于 x3 = 3 轴对称；u3、ɛ13和 σ13关于（3，0）点对称。

当 γ I = 0 时，正应变和正应力具有以下关系，

ε II
11 ( x) + ε II

33 ( x) = ε Iext
11 ( x) + ε Iext

33 ( x) = σ II
11 ( x) + σ II

22 ( x) + σ II
33 ( x) = 0， （39）

ε I int
11 ( x) + ε I int

33 ( x) =
( )7 - κ I

( )1 + κ I

ε*， （40）

σ Iext
11 ( x) + σ Iext

22 ( x) + σ Iext
33 ( x) = 0， （41）

σ I int
11 ( x) + σ I int

22 ( x) + σ I int
33 ( x) = -4ε* μ I

( )7 - κ I

( )1 + κ I

， （42）

σ I int
11 ( x) + σ I int

33 ( x) = σ I int
22 ( x) = -2ε* μ I

( )7 - κ I

( )1 + κ I

。 （43）

从上述 5 个方程中可以得出，全平面中含椭圆热夹杂的正应力之和在椭圆内是恒定的，而在椭圆外消

失。这一结果与 1999 年 Ru[33]论文中得出的结论一致。此外，本文研究表明，上述结论也适用于全平面椭圆

图 2　用全平面解析解验证当前解析解

Fig. 2　　Verification of the current analytical solution with the full-plane solution
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热夹杂正应变的关系。此外，2 方向的正应力是 1 方向的正应力和 3 方向的正应力的总和。

3.3.2　半平面

设置 μ II = 0 和 ν II = 0（即 γ I = 1），将双材料问题转换为半平面问题。将 γ I = 1 代入公式（23）～（30），得出

半平面椭圆夹杂的解析解，其中，结合界面可以被视为没有任何牵引力的自由表面。将推导出的半平面椭圆

夹杂的解析解与 Lyu 等 [32]推导出的椭球夹杂的解析解进行比较。将椭球的 3 个半轴分别设为 a1=3 mm，a2=

10 000 mm 和 a3=2 mm，并进行数值模拟。结果表明，椭圆夹杂与椭球夹杂的数值解基本一致。如图 3（b）～

（d）所示，在椭圆夹杂内，2 方向和 3 方向上的位移与坐标呈线性关系，而其余点的位移与坐标呈非线性关系。

半平面 II 中的正应变之和为 0，应力值均为 0。在椭圆夹杂物中，正应力和正应变都不是恒定的，而剪切应力

和剪切应变均为 0。在完全界面处，由于材料参数的变化，应力和应变均有跳变。

3.3.3　刚性基底

当 μ II 视为无穷大时，将椭圆热夹杂物嵌入与刚性基底完全结合的半平面中，γ I 的值为 -1/κ I，将 μ II = ∞（即

γ I = -1/κ I）代入公式（23）～（30），得出椭圆热夹杂的所有解析解。值得注意的是，在半平面 II 中，所有位移和

应变均为 0，而应力不一定为 0。半平面 I和 II的杨氏模量分别设置为 320 GPa 和 320000 GPa。观测线的数值

解结果如图 4（b）～（d）所示，所有位移、ɛ11、σ13和 σ33在双材料的结合界面处都是连续的，而其余的应变和应力

分量在完美界面处跳跃。在椭圆夹杂物界面处，所有位移、ɛ11和 σ33都是连续的，而其余的应变和应力分量会

发生跳跃。在椭圆夹杂物内，剪切应力和剪切应变为零，正应力和正应变非恒定。

图 3　用半平面解析解验证当前解析解

Fig. 3　　Verification of the current analytical solution with the half-plane solution
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本文关于结合双材料含椭圆形热夹杂的解与 Lyu 等 [29]给出的结果完全一致，并且与先前学者的实验结

果 [34]有较好的吻合度。

3.4　参数研究

椭圆夹杂物的几何参数如表 1 所示。在参数研究中，半平面 I的材料参数保持不变（即 EI = 320 GPa，vI =

0.3），半平面 II 和 I 之间的剪切模量比（即 Γ）分别等于 0.2、0.5、2 和 5。表 3 列出了 2 个半平面的材料参数。

图 5 和图 6 呈现了剪切模量比分别为 0.2 和 5 时的弹性场的解。

在点（0，c - a3）和（0，c + a3）处存在

L11 = -C 1，L33 = ε* - C 3。 （44）

同时，Lpq和 Upq在上述 2 点处是连续的，因此，σ33和 ɛ11在这 2 点处是连续的。

图 4　椭圆热夹杂嵌入到与刚性基体完全结合的半平面中的弹性场的结果

Fig. 4　　The elastic result of elliptical thermal inclusion embedded in a half-space perfectly bonded to a rigid base

表 3　用于参数研究的双材料的材料参数

Table 3　　The material parameters of bi-material for parametric study

剪切模量比（Γ = μ II /μ I）

0.2

0.5

2

5

半平面 I

杨氏模量 EI/GPa

320

320

320

320

泊松比 vI

0.3

0.3

0.3

0.3

半平面 II

杨氏模量 EII/GPa

64

160

640

1 600

泊松比/vII

0.3

0.3

0.3

0.3
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图 5　剪切模量比为 0.2（即 Γ = 0.2）时弹性场的解

Fig. 5　　The solution of the elastic field with a shear-modulus ratio of 0.2 （（i.e., Γ = 0.2））
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图 6　剪切模量比为 5（即 Γ = 5）时弹性场的解

Fig. 6　　The solution of the elastic field with a shear-modulus ratio of 5 （（i.e., Γ = 5））

从图（2）～（6）可以看出，在完美界面上（即 x3 = 0），除全平面算例外，ɛ11、σ33和 σ13是连续的，而 ɛ33、ɛ13、σ22

和 σ11是跳跃的。这与 3.2 节中结合界面处的跳跃条件相呼应。

图 7 呈现了 4 个不同剪切模量比情况下应力张量迹的值。从图 7 中发现，在椭圆夹杂外，当剪切模量比 Γ

小于 1 时，应力张量迹的值大于零；当剪切模量比 Γ大于 1 时，应力张量迹的值小于零。这意味着在热膨胀情

况下，当椭圆夹杂位于较软的相中时，结合界面会吸引它，但如果椭圆夹杂嵌入较硬的相中，结合界面则会排

斥它。应力张量迹的值在半平面 II中始终等于 0，在椭圆夹杂内部始终小于 0。

4　结束语

在平面应变体系的公式中，推导出了各向同性双材料中含椭圆热夹杂引起的弹性场的显式解析解。然

而，二维和三维解析解都存在同样的问题，即椭圆夹杂外部点的解析解非常复杂。为了解决这一问题，利用

假想的共焦椭圆和单位外法向量，使解析解得以更紧凑地表达。受到 Dundurs 参数的启发，定义了 1 个新的

材料参数 γ i（取值范围为 -1~1），将涉及 3 个材料参数的解析解简化到仅与 2 个材料参数相关。通过提取解析

解中的许多相同表达式，最终，二维椭圆热夹杂的所有解析解都以更加统一简洁的形式表达，从而极大地简

化了最终的解析解并减少了后续编程验证时的工作量。

为了从机理上理解双材料解析解在结合界面处的连续性，还讨论了双材料中含椭圆热夹杂物引起的弹

性场在结合界面处的跳跃条件。为了确保解析解的正确性，通过调整杨氏模量和泊松比，将当前解与已发表

的全平面和半平面中的解析解进行比较并验证。验证结果表明，当前解与相应的全平面和半平面中的解析

图 7　剪切模量比为  0.2、0.5、2和 5时应力张量迹的值

Fig. 7　　The value of stress tensor trace with a shear-modulus ratio of 0.2, 0.5, 2 and 5
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解高度一致，表明推导出的解析解是正确的。在全平面中，椭圆热夹杂内的正应力值和正应变值保持不变，

在椭圆热夹杂外正应力之和与正应变之和均等于 0，2 方向的正应力值等于 1 方向的正应力值和 3 方向的正

应力值的总和。最后，给出了在刚性基底情况下，双材料含椭圆热夹杂解析解的示例图。在这 3 种情况下，

椭圆热夹杂内的剪切应变和剪切应力始终等于 0。

仔细推导并研究了双材料结合界面处的跳跃条件。在对材料参数进行研究时表明，在热膨胀情况下，当

夹杂物位于较软的半平面时，结合界面会吸引椭圆夹杂物，而当夹杂物嵌入较硬的相时，结合界面会排斥椭

圆夹杂物。
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