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摘 要 车文根据Hii1(195 8，1 959)一般变分原理， 采用流动坐标导 出了弹塑 

性大变形及 非线性率问题的 ．分别以初始和现时构形为参考状态 的，适台于有限元计 

算的变分方程，并用撮据该变分方程建立起来 的有 限元公式对处于平面应变条件下 

的，带有微小缩颈状初始几何缺陷的聚台物板 的缩顽过程作了分析，分析时考虑 了 

材科 的硬化，率灭所导 出的变分方程适于分析包括金属塑性成形在内的弹塑性大 变 

形 过程。 
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ABSTRACT In this paper， based on H ：11 s general va riational principler1958— 

1959)，a Va riational eqttation in infitial configuration(reference configuration) 

and eu rrent configuratioil(refe,ellce configuration)is derived using nonv etced 

coordinates．The derived variational equation is for large ela stoplastic， double 

nonlinear rate problem and is suited for finite dement eat-0
． 1ation．As an applied 

example of the derived variational equatim~， neck ng of a plane strain ploym er 

sheet with a initial geometric inperfection(in{fial neck)is analysed u sing the 

finite form ulation based on the deriv ed va riational equation
． W ork hardening of 

materials is consider ed．Th e derived va riational equation in this paper is suitable 

for analysing large elastoplastic deformation problem． including metal form ing 

Processes． 
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一

、 引 言 

焱所周知，求解具有几何和物理双非线性 的弹塑性大变形 问题 (金属塑性 成形，塑性失 

稳等都属于这类问题 )是非常复杂的， 一般情况下封闭形式的解是得不到的，需要采用象有 

限元这类数值方 法，即使如此，也常出现收敛不好，机时很长，精度 不 高 等 问题。实践表 

明，若将问题表达成增量或率的形式往往具有很大的方便性。本文在H|ll[1)， [2)场方程和 
一 般变分原理基础上导出了上述问题率形式的，分别以初始和 珂时构形为参考构形的变分方 

程。并用根据该变分方程建立起来的有限元公式对处于平面应变条件下的，具有微小缩颈状 

初始几何缺陷的聚合物板作了分析。分析时考虑 了材料的硬化，本文所导出的变分方程适于 

分析包括金属塑性成形在内的弹塑性大变形过程 。 

二 、基本场方程 

以物体初始 (变形前 )构形作为参考构形，采用流动坐标 ，，初始构形中质点位置矢量 

设为 r(} )，现时 (变形后 )构形中质点位置矢量为月(s )。 用 ， G．分 别表示变形前后的 

基矢量e gli．G． 表示变形前后 的度量张量 ．“(相对于变形前度量)g， (相对于变形后度 

量 G)表示位移矢量和速度矢量，~rJLag range应变率张量的协变分量可表示为 

；． = ( ． 一 )= 0 = ( ⋯+ ．。+“ ，。 ， + ， “ ， ) 

Euler应变率张量 的协变分量可表示为 (1) 

童 0一  1 ： ) (2) 

式中记号“(‘ ) 示物质率， “( )， ’’示相对于变形前度量 g的协变导数， “( ) ”示 

相对于变形后度量G的协变导数 。 ～ 

根据cauchy应力 和Kirchhoff应力r’ 的定义[4)，及Nans。n关系，可求得 

= 安 (3) p ⋯  

式中 ，p分别是物体在变形前后 的密度 。 

( +“ ，．)g 可知 

进一步，由物质率 的定义和(3)，(4)式 

；t一 ,o0 lJ+r1J 
D 

据名义应力 ~Kirchhoff应力的定义及虽 

f T‘ + r‘ “： +r “ 

叉根据任意二阶张 ~Iaumann率的定义及 (3)式，可知有 

(4) 

(5) 

( 6 ) 
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口 · + ’ ￡ + s 

’i+ c_ ￡t
． 

十 Th ￡’ 

(7 ) 

( 8 ) 

V 

： po吕 (9) 
D 

式中孑一，， 分别是cauchy应力和Ki rchh。ff应力的Jau11'1ann率。 

在忽略 体积力情况下物体内任一点的，用Ki rchhoff应力率表示 的率形 式的平 衡方程为 

(；1 +r’ + 1 )，i=0 (1 o) 
用Ki rchhoff应力率表示的边界条件为 

r；lj+ + ：= (11) 

式 中n 是变形前微 面元ds o上法矢 的分量， T 是边界 r上的已知表面力率分量 。 

‘  ●  ● ● 

若以现时构形为参考构形，则有 r(￡，)：只 (1’)， r=0， R ≠0， g =0， G 0 

g、= G ， p0：p及 

flJ： 仃·J+r·i￡： 

率形式的平衡方程和应力边界条件则为 

(；一 ．),i一-。 

(；l +r‘ )叩 =j’ 

三、变 分 原 理 

(I2) 

( 1 3) 

(1 t) 

根据Hutchinson[3]，不考虑时 间效应的弹塑性材料的本构方程可以表示为 
一  一 一 一  V ． 

r’ =￡ ’ ‘ q f ， ．j =M ．J̈ r I (t5 ) 

^ 一  口  ’ ^  ^  

式中L和 分别是材料的现时模量张量和柔性张量，因为÷和 都是对称张量，故 三 和 吖 
～  ～  ～  ～  ～  

口  ● 

必对称于 一 ，， 一 f，也对称于i — 这种对称性质保证了 ； 或 q， 能从某个势函数 

导 出，即有 

～
aw

—

(
—

v) 

a r／． 

； ．= (16) 
a r· 

成立。式中 (；)， (；)都是势函数。由 H，口r理论知有 

= { J ．， m W = m· ‘ (17) 

盯 r 

● 
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和 的关系根据 g n r8变换知为 

+ ： ， 
。 

本构方程亦可表示成 

f ，=L J 可 Ĵ， 刁 =M l 』 f 

由[4] ’ 

L“̂ 』= 1j．f一~ (1 Gor：t+G -r rf+G Jf ‘+G ffi‘) 

同理，有类似于(1 6】一(18)的关系式成立，此时势函数是 ( J=1
2 
L 』 “ 

= } m·0j ．̈对名义应力奉而言，势函数 

u ：日 + = 

(18) 

(19) 

(20) 

根据(5)及(9 J式可求得用 表示的本构方程 

P

。 

= 羔 f；“ (z2) 

式中的三 -缺乏关于ij．+ 的对称性(即 Ⅲ ≠三 )，这是由于墨j-(； + ·- ： 

+ ；旦[；； +ri ：：+r ̂ +rJ‘ ]式中的 Por j ：P。porijG‘l‘r／,tPo ≠0的原因。 L 

因此不存在能导出 或 口。 的势函数 ．(22)式亦不为变分原理所容纳 ，即若将式代入变分原 

理，则在作有限元计算时将引起非对称矩阵。但对于不可压缩材料 而言 (此时 
Po 

’ 

： 

0)，(22)式能使用于变分原理，而且较方便。 

考虑这样宰的边值 问题 在变形前物体表面 o上的一部分Sor上给定 了名 义表面引力率 

。

，
在 。的其余部分 。上给定了速度 (相对于变形前度量 g的 ) ’，则根据Hff』[1]， 

(2]，该边值问题 的正确 解应使泛 函 (在忽略体积力情况下 ) 

』(̈) Jv。 ( 一)由。一J s orT~uldso (23) 
的一阶变分 

6 (“)=0 (2 4) 

将(21)式代入(2s)式，有 

，( f [ +{州 —k 。 
= J 。 【 ，； ]dvo-~s 

)  
乳 

(  

，  
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=』 。。1[； · ． +r‘ ：． ． ]dv o-』 。 l ds。 ( s) 
对 (25)式求一阶变分，并令其等于零，经整理若有 

d( )=一』 。(；· 一； “ —r -)， d dv。 
+』 。 [(；”+；̂’“：。+r· ：·) 一 ]6 ．ds。=o(26) 

由于式中的变分是任意的，故有 

(；⋯ ) 。 

(；⋯；̂ “：-+r一 ： ) =}‘ 
这正是率形式的平衡方程和边界条件。泛函(25)亦可用 - 表示。根据(30)及 (8)式，有 

，(： IV,3<[(z ̈一 (Gl-r +Gi J ril+G fr +G r )] ． 
+ 1． dv。一 

。 

。 

=』 。[。1-i ·· ． 一：(Gt-r 一+G ̂r +G r ̂+G， r ·) ． 
+ r· 

． ]dv。一『 于 ．ds。 
变换上式括号中第二项的哑标，经整理后可写为 

)=IV0 2 。 ) r 
r ● ’ 

一

J s。 71’“·ds。 
根据(15)式： 

(27) 

，(：) J． 。(。1 ，· 一G r b ． ⋯ r‘一 ：． 。， )d 。一 。 于t：．ds。(2s) 
(25)和(28)式都是建立L g r P有限 元公式的基础，它们都是以初始构形 为参考构形

。 若 

以现时构形为参考构形，井在现时构形的s r上给定了表面引力率6 ，在s 上给定 ·，则 
可运用(25)式导出以现时构形为参考构形的泛函 ～ ～ 

，(v) j、[￡ ‘f ． ：+ v； j]dv一』 6t ．ds (29) 
在推导(29j式时运 用了(2 j式及 

彳1：0·G 
～  ～  n 

p。 1 

● 

a “ 

· = V 
； 叫  

a 

p 

= 

，Ⅱ ， 

． 
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对 (29)式求一阶变分并令其等于零则得到(12)式，(13)式。(29)式是建立修正的工。gr0”口P有 

限元公式的基础： 

四、应 用 实 例 

考虑各向l可性硬化材料，采[flHutchisonJ：流动理论。这样(1 5)式 中的 

』 

南 [号f 旧 + 一告 ] (30) 

式 中 A ，(当s ¨> 0，且 r =f r e)
⋯
) 或 A=0 (当s ， <0 或r <(r。)

⋯ )。 

是 弹 性模量 ， 是尸。拈 。”比，应 力 偏量s：一  --_ G· G r 
， 第二应力偏量，：不变量 

及等效 rc肌。，，应 力r 为 

，{ 吉 号G S S (31) 
参教 

g=(1+ ) h+ r 

硬化参数 ^可看作为，：或r 的函数，可由单 向拉伸资料得到； 

r Co)。 
是真应力，tl~Ca c 应力的物理分量， h由下式定义 

(。 P -2v "re 
；tee d盯／df是切线模量，即真应力一真应变曲线的斜率

。 

口= aK  

f止  

{ g p(Me2) 

式中 ，M， 。，￡Y是独立的材料常数
。 

当 ≤0Y 

当 ≤e≤e0 

当 ≥ 0 

(32) 

(33) 

} (34) 
单 向拉伸时材料 的应力应变关 

(35) 

分析时取 0．5， 。=O．5， Y=0．04， =o
． 4。 

图1 计算对象 ，外形和受力 图2 计算对象的尺寸 
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分析时根据f2 8j式建立有限元公式。分析对 象为一长等于2厶，厚等于 2̂o，且在中间部 

分具有初始缩颈状几何缺陷的聚合物板 (图 1 (争。处)算起到三 =1．1̂。处减以厚度 ̂= )，初如几何缺陷以这样的方式形成：从中心 
0．o05h o(图 2)。采用直角坐标，于是有 

一 ，§ 一l，， 。一Z。板对称于 = 0，Z一 0平面。位移分量为 

“ 一“ 一“ ( ，Z)，“I =“ 一 0，“z一“ 一“ ( ，z) 

也 由于对称 于 z一 0平面 ，故 

TX( ，0)一 0，“z( ，0)一 0 

叉若假设端面切应力为零 ，所以在Z=上柙处的边界条件是 

，， ( 工。j一 0， “z( 三。)一U 

(3 6) 

(37) 

(38) 

式中u是给定轴 向仲长增量。侧表面f = ôj上应力设为零。分析时采用四边形单元，每个 

四边形 中又包含四个三角形状的线性位移元。因为是平面应变，所以可看作常应变三角形， 

可采用中央一点积分法来计算积分 0每个增量上的总载荷由在计算对象端部现时断面上积分 

物理分量 z 得到。在中心断面Z一 0上作类似计算以。验证整体平衡。 

分析结果示于图 3至图 7中。图 3是计算对 象的计算载荷伸长曲线。 图 4示拉伸比  ̂／ 

Ⅳ̂。(h U，b分别是对象远离转变处 (即端部和中心附 

近 )的厚度 的一半 )及s z(8 z是轴 向真应变的物理分 

量 )的发展和变化。由 该图可见，在U／L。一o．3～O．5 

范围内所观察到的缔颈局部化与明显的转变是一致的， 

超过此范围，缩颈在最小断面上基本停止，而在对象上 

稳定地传播，最小断面上应力，应变分布情况示于图 5 

至图 7中，在这些图中， 是等效应力，。 是根据 (3 
— 8 j式计算得到的等效应变， 是真应力和真应 

变 的物理分量。 口 是 流体静压力。从图 5可见，在U／ 

Lo=0．35时，由于发生缩颈在部化，应力分布不均匀。 

U／L0：0．54时的早期缩颈传播示于图 6中，由该圈知， 

应 力分布类似于图 5。在图 7中比较了已充分发展的缩 

颈传播阶段 的应力，应变分布情况}由该图可见，应力 

在 厚度方 向上均匀分布。 

L。 

图 3 计算载荷仲长曲线 
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hu 

bN 

2． 

固 4 拉伸比  ̂／hx，￡zz与U／L。 

的 函数 关 _辱 

1． 

— O． 

图 6 【，肛 o=0．5 4时最小断面 

(Z：0j上应力应变分 布 

图 5 U／L。=0．275，0．35时最小 

断面(Z=0)上应力应童分布 

图 7 U／L o一0．80时最 小断面 

(Z=0)上应 力应 变分布 

参 考 文 献 

[1] HilI．R,A g l the。rY 。f uniqueness and stability in elastic
． plastic s。l_ds-J． 

M ech．phys．Solids
．
1 9 58， 0： 226—249 

[2] Hi · ，S。 basi。p rinciples in thc mechanics。f Soljds withOUt a nature tjme 
Ibid，1959，7： 209—21 5 

(3] Hu)chinson．J，Finite strain analysis oI elastic-p1astic Solids and struct
u res 

鹕 

2  l  l  1  0  O  

http://www.cqvip.com


第12卷第 5期 汪凌云 弹塑性大变形率问题的变分原理 啦 用 67 

NumericM solution of nonlinear st ructural p roblems，edit．R．Hartung，ASME， 

i973． 1 7—29 

[4] Neale．K，phenomen010gica1 Constitutive laws in finite plasticity，Solid Mechanics 

Achiyes
， i98I， 6： 79一l 28 

[5] Hutchinson．J and Neale．K，Neck propagation，J．Mech．Solid，l 983．31：405—41 6 

[6] 汪凌云，弹塑性大变形率问题 的一种有限元法，计算结构力学及其应用，1 988， 

5，(4)：卜1 J 

http://www.cqvip.com

