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摘 要 基于逼近理论 的思想，我们对无穷维宾 Hilbctt空问上一粪泛函引^ 了一种序 

列指标(或筒稚S一指标)．并对它在迁函的多重临界点问题中的应用作了讨论 ．从而在理论 

上为直接I处理无穷维 Hilbert空问上一共泛函的临界点．口1题提供了一种新工具。 
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ABSTRACT Based∞ the notion of approximation，a kind of sequence index(or，for sireDlici— 

ty，S—index)for a cI of functio~Lals on an infinite dimensional real Hilbert space is defined．and its 

significance in the critical呻 ‘theory ／s inve．~tigated．Hence the S·index as a new theoretical tool[o 

deal with the critical point problems for a clam of functiona~ on the infinite dimensional Hilbert 

space is introduced， 

KEY W ORDS critical po int‘approximation‘Morse index 

0 引言和记号说明 

临界点理论是相当活跃的数学研究领域 ．请如 Morse理论和各种极小极大 定理在最近 

十多年都胄了巨大的发展。例如．最近文E4]对无穷维实 Hilbert空同上满足 ，0)一Az+ 

0)(其中A为有界 自伴算子 ， ( )为非线性紧映射)的泛甬，引入一种指标，井对它在 ，0) 

的临界点问题方面的应用作了一些讨论。 

本文基于逼近理论的 思想，对无穷维 Hilbert空问上一类较广 泛的泛函 ，(即 只要求 

，( )是PF映射)直接定义了一种序列指标(或简称 一指标)，并对这种指标在讨论，的临 

界点问题方面的应用作了一定的研究 ，从而在理论上为直接处理无穷维 Hilbert空阿上这类 

泛甬的临界点问题提供了一种新工具。 

设 是 ×n实对称阵，同时也用它表示其相应的 — 的线性变换。本文中恒用 M一 

(A)表示A的负特征值个数 (包括重数在内)，Me(A)=dimKerA，膨 (A)为A的正特征值 

个数(包括重数在内)。用记号( )表示无穷序列( a _．I ，⋯)，CL(／9)表示集合 D的闭 
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电。 

1 定义和主要结论 

设 置是无穷维实可分 Hill~rt空问，设其子空 序列(五)是 x的一个滤结构(filtration)， 

即 [ [墨 [ ⋯是 x的一列维教逐渐递增的线性子空间，且CL(U置)=x．为方便计， 

找们不妨令dimX．一n．设 尸．：x— z_是正交投影算子 。 

1．1 定义 

】．I．】 定 义 l[ ： 

设(z．)是 中一无穷序列．( )为其子列，如果 j z∈ x使得 

IIz,一zll— ( ， )一 0(当 l一 。。) 

则称( )与 相伴(associated)，记为( ) 

】．I．2 定 义2[ ： 

称 X中序列(z_)为 PF序列·是指对(z_)的任意子序列( )，条件(P-．z_。) z都蕴涵了 z 

是( )的一个聚点。 

容易证明定义 2与下面定义 2 等价： 

定义 2 ：称 X中序列(z_)是 PF序列一如果 P．-z_．一 z蕴舍了 是( )的一个聚点。 

1．I．3 定义 3[ 

设 Dc X为x的子集， ；D— D是连续映射，且DcCL(U(Dn置))．称 是一个PF映 

射．如果 V ∈ n置 ，̂∈ N，(可( ))都是一个 PF序列。 

设．r∈ ‘(x． )，则困x是 Hill~rt空阿，山Riesz表示定理知可以把， 看作工到自身的 

映射。记 ^ 一，l置，则显然有 

， ．( )一 尸．， ( )一 ∈ 五 

且，．：五 一 z．连续。 

】．1．4 定 义 1[ 

设 ∈ (z_， )．称 ，．是渐近二移(的．如果 j-×一实对称阵‘A 使 

l，．0)一‘A l／l l一 0(当 lzl一 。。) 

称 ^在 。。处非共振是指 M。( 止。)= 0． 

下面假设存在 一×一实对称阵‘A0使得 

I，．0)一‘A0 l／l l一 0(当 I J一 0) (2) 

I．】．5 定 义 5 

l称 ，∈ (x， )在 。。处 口一 非共振，是指当 一充分大时有 M。(Î )= 0．着已知 0是 

．r的临界点．称 0是 口一 非退化临界点是指当 一充分大时 M。(‘Ao)=0． 

显然，对任意自然教 H，村一(。A0)、M一(。A )和 M (。A0)、M。(‘A )都有明确定义。 

r面我们定义引言中所说的 s一 指标。 

1．1．6 定 义 6 

议 ，∈C (x， )使得 ，．(z)=P_，0)， ∈置，满足(1)，(2)．则我们可以定义序列指 

标如 r： 

．

， ● t  
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(，，。。)一 ( 一( A )． 一( A．， )， 一( A )，⋯ ){ 

一

(，．0)= ( 一( A0)， 一( Ao)， 一(’A )．⋯){ 

( ，。。)一 (肼。( A∞)．肼。( A∞)，|If。(。A 玎)，⋯ )， 

(，，0)= ( 。( ̂ 。)， 。( A。)． 。( Ao)，⋯ )I 

定义了 s一 指标以后 ，我们规定这种指标的一些简单运算。 

1．1．7 定 义 7 

议 奄 ( )和 = ( ．)是两个序列指标，称 与 等价是指 j—o∈Ⅳ．当一≥ 一 时 

=‘．记之为8 ．设 =(0。)也是一个 一指标，称序列( + )为它们的和，记为 + 

． 同时甩记 号‘s。s+ )表示如 F的所有 s一指标 ，’一 ( )组成的集台{ 

矗 ≤ ≤ + ，V 日∈ N． ． 

用 L皇 ( )∈ ( ， + )表示( ． + >中有一个序列与 L等价。 

显然 述概念全是 良定望的(．will—defined)。 

1．2 主要结论 

1．2．1 定理 l 

议 ，∈C (x，R)使得 ， ：x— x是连续闭PF映射，且 ，．( )=P 0)满足(L)，如果 

(，，。。)! (0)．这里(0)表示该序列全是 0元，则，至少有一个临界点。 

当已知 0是 ，的 B一非退化临界点，即 s。(，．0)= (O)，我们有 

l。2．2 定 理 2 

设 ，∈C ( ， )使得 ，r{ 是连续闭 PF映射．且 ．( )= 尸J ( )满足(1)、(2)， 

如果 (， 。。)2 (，，0)2 (0)．s一(，，。。)≠ s一(，，0)上土j > 0．当It充分大时有 l 。0) 
1 

一 。̂庐l< ÷l’̂ l ·lzl(当 lzl< )，则，至少甫一个非甲凡临界点。 

当 (，，0)≠ (0)，即 0水是 ，的 0一 非退化临界点时，我们育： 

1．2．3 定 理 3 

设，∈C ( ， )睫得， ： 4 是闭PF映射且 ．( )满足(J)、(2)．若 (，，。。)2 (0)． 
一

(，，。。)岳 ( 一(，，0)，s一(，，0)+ (，．0))，且存在 > 0．使当 ^充分大时 
1 

．  JJ：( )一。̂ol< ÷l’̂’ ， l l< 2 ， 
‘ 

这里‘A。= (IAofRan~(。Ao))～，则 ，至少响‘一个非_甲凡临界点。 

2 定理的证明 

为证这几个定理，我们需要几个引理。为后面说明方便．我们将之叙谜为我们所需的形 

式； 

2．1 引理f[ ： 

议 F；Dc X 卫是连续闭 PF映射， ：x 五 为正交投影，贝0 0∈F( )等价于 

lim 、= O，其中 ∈ P、9(x、n D) 

2．2 引理2C ： 

设 ∈ C (置 ， )是渐近二移(的，在 。。处非共饭 ，则 ，．至少有一个临界点。 

=． ．● ～．●．，  
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2．3 定理 I的证明 

困，．= PI， f 满足(I)，即^： 。 。是 C-的渐近二献型 由 (，，co)= (O)知了月。∈N 

使得 ≥ o时 M。(‘A )； 0，即 ^在 。)处非共振。由引理 2知 ，l至少有一临界点 ，即 0∈ 

(五)垒 {，。( )： ∈五 )，当 ≥ no时、而由定理假设知 是闭FF映射，点列(O)的聚点显 

然还是 0点，因此由引理 】知 0∈， ( )．证毕 。 

为证定理 2和定理 3，尚需如下引理： 

2．‘ 引理 3c ]： 

设 ^∈C (墨 ， )使得J：满足(】) (2)，若M。(‘A0)=M。(·A盼)=0，且 肘一(．A。)≠ M一 

(‘A )，则 ，-至少有一个非甲凡临界点，且着对 r> 0胄 

l 

1，．( )一‘Aoz1< ÷ 1‘̂ 1·f 1． 1z1< r (3) 
●  

则在 研 = { ∈五 llzf< r)之外有临界点。 

2，5 引理 ： 

设 ^∈ ( ．， )使得 满足(I)，(2)，若 M。(‘ )= 0，M一(·A∞)奇 (肘一(·A0)，M一 

(‘Ao)-4-M。(‘Ao)>，则 ，至少有一个非甲凡临界点。且蒋对 r> 0有 

l， 一o)一‘Aal< ÷l‘̂ ‘l～， < 2r (̂) 

这里’A’= (‘Ao』Rang(‘Ao))～，则 ^至少有一个临界点在 研之外。 

2，8 定理 2的证明 ： - 

由假设知了 ∈N，当≈≥月0时，M。(‘止 )=M。( 0)=0，且存在子列( )和 ∈Ⅳ， 

使当 I> ko时胄 M一(～̂ o)≠ M一(’-止 )，于是由引理 3知^ 至少有一个非平凡临界点 ，同 

时，～满足(3)，因此 0∈^( ～＼ )，再由引理 1知0∈，( ＼耳)，这里B ={z∈ l < 

r)，即 ，在球 B 之外至少有一个临界点。证毕。 

2．7 定理3的证明 ： 

由 f理d和 f理 I，l采用和定理2完全一样的方法即可，故略去。 

3 一点说明 

我们可以证明(或见[7])：蒋， ( )一血4-̂．( )，韩中A为有界自伴算子，A-(z)为(非线 

性 )紧连续算子 ，A闭值域，0小是A的本质谱点，，是渐近二次的 +̂ 具有有界逆 ，则，一是闭 

映射，且对于任何关于A的逼近格式肯 ，是PF映射。因此从某种意义 卜说，我们这里的结果 

是对 ]的改进，但我们这里的结果并小单纯是[1]的推广，因为即使考虑，(z)= + 

K( )的情形，我们这里的指标也和[1]中指标 同。 

我们这里建 起米的 一 指标理论，同样可以甩_米处理渐近线性 HamiRon系统的周期 

解问题 ，详细讨论请见Es]。 ， 
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