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擒 要‘ 引入 了Norming M一分解和强M一分解的概念，给出了它们的刻划，得到了广 

义双正交序列成为无条件的Sctmuder分解的充分必要条件。 

关键词 Banach空I1_Ⅱ；M一分解；无条件的Schauder分解 

中囡罔书资料分类法分类号 0 J 77．2 

AB tAcT Norming M — decomposition and strong M — decomposition are ino'oduced．and 

their characterization are given．The necessary and sufficient condition that the generalizofl biorthog— 

onal system becomes unconditional Schauder decomplsiton is acquirod． 

KEY W ORDS Banach space；M -- decompositon I unconditonal Schauder decomposition 

0 引 言 

在本文中， 表示Banach空I1．1J；{G．)表示口的线性子空问序列；[U G-]表示由{G-)张成 

的 的子空Iii=』；L( ， )表示由 口到 口的所有连续线性算子的全体。 

定义1【1j． {G．)称为届的最小子空 U序列，如果G．≠{0)，G．n[U ]一{o)R一1，2， 

⋯

● 

定义 2t ． {G．，ttm)称为Banach空f,-,j目的一个广义双正交系，如果{ )c L(E， )， ( ) 

= GI， = dl_ = d． ， ，”I= i，2，·”。 

其中al-={oi： 
如果 =[U G-]，则称{ ， )为 一完备的广义双正交系。 

如果 V z∈层，由 (z)一 0，l— l，2，⋯，胄 ￡=0，则称 )在 上是全的。 

定义 3ẗ． Banach空问 口的子空M序列{G．)，G-≠ {0)月= 1，2，⋯，称为 的一个 

Markusevic分解(简称 M一分解)，如果存在一序列 )c L(g， )，使得{G-， )为 居一 完备 
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且全的．1-．义双正交系。 

定义 ． {G-)为 的子空nlJ序列，如果V z∈ ，存在唯一的{ )， ∈G-．n=1，2，⋯， 
∞  ‘ 

使得z= ： ，则称{G-)为届的一个分解。 ： 

定义 4中级敬的收敛是范数拓扑意义 的。 ∈G-的唯一性保证了届到 G-的射影 的 

存在性 ，称{ ．)为相应于{G-)的坐标射影算子序列，显然 = 。一 ，n，，，‘= I，2，⋯。 

如果由{G-)决定的坐标射影算子{ )均是连续的，则称该分解为 的 Schauder分解。 

定义5[11． Banach空阿 的Schauder分解{G-)称为是无条件的，如果V‘ ∈届， ：t，．(z) 

是无条件收敛的({ }为相应于{G-}的坐标射影算子序列)。 

关于M一分解，I971年Bachelis，G．F和Rmenthai，H．P给出了它的刻划，得到如 结果 ： 

定理[ ：： Banach空『“J 的子空刚序列{G-)为届的一个M一 分解的充要条件是： 

(1)x于于每个使得N一{，1．)为无限的正整数序列{，1．)，_仃[ 。G．．]n Ej∈U．v-a1．j
．I
]= {0)， 

(2)G-+ [U ]= n= I，2，⋯． ． 

依靠单纯的M一 分解，我们并小能得到空M及其分解更多的性质，因此，注意力理所当 

然地应放在具l仃某种特性或限制的M一分解的研究． ，本文就是从这个角度来研究 一分 

解的。 

1 Norming M一分解 

对于一个M一分解{G-)1 言，相应于{G-)的届到G-的坐标射影算子 ．是确定的，于是 ， 

可以引入特征指标 (I’)(G．}’分别为 ， ‘的子空IilJ)[1：： 

7"G(I’)一 inf supI，(z)I= inf sup If(=／ll=lI)I． 
-： - l - l 

当 G一层时，记 (}’’=r(}’)，称为通常特征指标。 
一  

面依据 r(}’)的特点引入一类新的M 一分解： ． 

定 义 6．Banach空州 的一 个 M 一 分解 {G-， )称为 Norming M 一 分解，如果 

r([U t， (届‘)])> 0(此处 ，[U (届‘)]的意义见[I]§I 5)。 

由E1]知，对每个Schauder分解{G-， )，有 r([U (届‘)])> 0，所以任何一个 Schauder 

分解都是一个Normin8 M 一分解。 

关于 Normin8 M一分解，我们得到了如下重要定理： 

定理 1：设{G-)为届的一个M一分解，{ )为相应于{G-)的坐标射影算子序列。{冤．)为 

无限的正整数序列，如果r[．童。 ]‘[· - ] >0，则层 [。UlG．．]0[ 鱼，]· 
如果{G-)是 Normin8 M 一分解，则反之亦然。 

证明：设 ct，为 露到 届／[ 
．
]的典则映射，则由c=rr．莹。 ．]‘[．-，u ‘ ’]、>0，胄 

Jt  一 I■-， 。 一  

PlJzlJ≤ sup J，(z)J≤ sup J，(z)J= IIm(z)IJ≤ IJ IJ 

，∈[ 。‘c ‘ ] [ ] 
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此处z∈[ G-．] ， 皂，]上={J．∈ 。If(I z)±0 V z∈[ 毫，)])· I — J∈Iv—l--l 一』e 一I_II 一 

因此 C UG．。]为一同构映射· 

。．．露=co
,o．]，故∞([ G-．])=[旦cc，(G-．)]]=层／[ 毫，]， 

．．·(cc，I[ G-．])一’∞为 到[ G-．]．．卜的一个射影，并有曰=[ ]0[ 鼍，]· 

反过来，如果 r(I
． 
( 。)])>0，并且曰=[ ]0[ 

--  {itI
]， 

■ ’I ⋯ ● 一 Jt - 

用 表示曰到[ G-．]上的自然射影，并伴有[， 皂}]，则由{G．， )的广’义双正交性，-仃 
t，。 =t， (七= 1，2，⋯)，t，’ = 0 J∈Ⅳ一 { )，这表明： 

t，。([U ( 。)])c r．U' ( 。)]。 
■!}1 ●一 I 一 

令 ：r([0 ( ·)])>0， 
’ 

则V z ]’ z“≤ su pIf(= )I
Se ] I u ’)l 一-

-，Is‘1 ’ 

supI_r(t，(z))I= supIt，。(J．)(z)I= 

，∈[ ( I] ，∈[． t ] · 
I，l<1 I，l<1 ． 

’Il·suplt，。／fly。Il(_r)(z)l≤ ’Il·supl JI(z)l 

，∈[． ‘∈[． 

所以 ． ̂ ]([ 。 (露。)])>0 证毕 

这个定理表明，当{ ， )为Normin8 M一分解时，露=f．u ]0[U ]与 ·一l — j~
．Y--f-．I 

r[．墓疗-．]f[ (曰。)])>o是等价的，在这里，我们把空阿分解与特征指标很好地联系起来 
了 。 

2 强M一分解的刻划 

对于 Banach空问的完备最小子空刚序列，有 {z )= 0，i= 1，2，⋯一)= K．= 

[ 。Gi]，自然设想将以 关系推广到一般的正整敬序列的情形，注意，如果Ⅳ一{ )是有 

限的，则必有{zh。_(z)= 0，J∈ {辩．))= [U ]，可以断言， )在曰一1-_是全的。 
J∈ 一 l-．I 

一

般来讲，{z (z)=0，．j { )) [ 毫，]这一关系并不都成立，为此，~(fl'31A．一 
类新的M 一分解： 

定义7．Barmch空M的一个M一分解称为强M一分解，如果对任意的单调增加的正整 

数序列{ )，-仃{zl -．(z)=0， = I，2，⋯)=[U Gj]成靠。 
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显然，每一个Sehauder分解一定是强M一 分解。 ’ ’ 

我们注意到满足{z I (z)=0，后=l，2，⋯) [j 量I]但不为M一分解的广义双正交 
系是存在的： 

例 I： =，2，{e1)为 的单位向量基，令 =P1+el+1，≈= l，2．⋯ 取G．；[ ]， ( )= 

厶+1(z)· (z= ( ) ，∈12)，可以证明{G．， ) 为M一分解，但对每个使 N一 {≈·)为无限 

的单调增加的正整数序列{n·)，都_仃{zl (z)=0，七一l，2，⋯)==：[j 皂I]· 
如下定理给出了强 M一 分解的刻划： 

定理 2i露为Banaeh空刚，{G．， )为 的一个M一分解，如下等价： 

1){G．)为强 M一分解， 

2)对于 每一 个单 调增 加 的正整 数序 列 )，有 { 。0)= 0， = l，2，⋯)上= 

[U Gj]上， 

3)th f z+ [U GJ]J= 。 ) ∈层， = I，2，⋯)定义的在 层／[ GJ ]上是全的， 
‘ 

J∈y—l-。I ‘ j∈-v一 1％1 

换言之 ，{ + [ Gj
．
])为E／[ G，

．
]的一个 M一分解。 

。 J∈_v．二f-．I j∈_v—f-。I 

注意 ∈L( ／[U ]，E／[U GJ])． ‘ ’ 
j∈．V-- li。l j∈N--l0。l 

证明：由 I)_仃{zI 。0)=0， = 1，2，⋯)=[U G』]，．．．{zI”～ )= 0， = l，2，⋯)上= 
‘ j∈y— f I 。 

[U Gj]上．这正是 2) 
)∈ 一I-．I 

2) 1)：荇小然，存在3g0∈ {zI )= 0， = I，2，⋯)，但勋 [U Gj]，由于[U Gj]为 
J亡．_v— I I J∈ — I J 

闭，所以由Hahn一]~nach定理，有 

，0∈层。，使得 ，0(z0)= I，，0 )=0，V z∈ [U ] 
J∈ 一 I-．I 

这表明 ，0∈ [U GJ]上，从而 ，o∈ {z I -． )= 0， = I，2，⋯)上，而 ，0( )= I，故义有 ，0 
J亡 —I-．I 

{zI ．(z)= 0， = l，2，⋯)上，矛盾。．‘．1)成立。 ． 

3) 1)：令 0∈ {z I ． )= 0， = I，2，⋯)，则 。0)= 0， = 1，2，⋯ ， 

故 。0+ [U GJ])= 。 )=0， = l，2，3，⋯ 
J∈ 一 I。●I 

于是 z∈ [U ]，因而{zI 。(z)= 0， = l，2，⋯)c [U GJ]，这表明{zI (z)= 0， = 
j∈．V--f0。I ‘ J∈ r̂—f0。I 。 

l，2，⋯)上c [U ]上， 
J∈-Y—I-．I 

由于每个， 义双正交系{G．， 1都满足[U G 上==){zI (z)= o，七= l，2，⋯1上， 
J亡 一 l-●I 

．．．1)成 。 

现有 I)，假定z∈ 层，对一切 ，有 

。 +[U Gj])= 。0)=0，从1 z∈[U GJ]，所以z∈{zI 。0)=0， =l，2。⋯)， ‘
,iE 一f-．1 ‘ J∈．V-- f-．I ‘ 

故 在 ／[U Gj]一卜是全的。证毕 

3 广义双正交系成为无条件的Schauder分解的刻划 

引理l[ ：：议 层为Banach空 Ⅱ， = (U )，则如下等价： 
- 1 
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1){G-， )为 口的无条件的Schauder分解， 

2){G-。 )的每一个变换{ ㈤，t， )为口的一个Schauder分解。 

引理 2：设 为一个 Banach空IiIJ，{G-)为口的一个 Schauder分解，如下等价： 

1){G-， )为 廖的一个无条件的Schauder分解， 

2)对于每一个正整数单增序列{ )，都_仃 = C U G．,J 0 E
j∈
U
．v—

a
1．
,

．

]J· 

证明：I)j2)由引理 l即得． ． 

反过来，由 = (U 。)0 [U GJ]，V z∈ ，有唯一的表示z=y+z，y∈ [UG-．]，z∈ ’ 
’

●骨l 。 je‘v—l·。I ● l — 

E
j∈
U
‘v—

G
1．,

。

]I，从而 ．(z) ( + z) ( )，七= l,2,--- ’ 

注意{G．。 ．}为口的Schauder~ ，故∑ 、( )收敛于 。由[3]的引理I 6．I，∑ 0)无 

涤件收敛，．．．I)成 。 

-仃了引理2，可以证明我们的结论： 

定理 3：{G．)为 P~nach空 口的完 备子空刚序列，G．≠ {0)，{G-)为 的无条件的 

Schauder分解的_允分必要条件是对于每一个单调增加的正整数序列，l仃 = (UG-．)0 

⋯ 件的 蚓  。 。 
IS

chauder 2 证明：若{G-)为 的无条件的 分解，由引理 ，l仃 =[U G-．]0 [U GJ]成立。 

反过米。先证明{G-)必为 的 Schauder分解，为此，取有限集合{I．2，⋯，一)．则有 = 

[UG ]0 [U ]， = 1，2，⋯，由最小子空 Ⅱ序列的刻划c ，{G-)为最小子空刚序列。 

设{lJ-)为相应于{G-)的坐标射影算子序列， = ： m∈N． 

由假设对任意集合A c N，存在一个由口到[U Gi]．卜的射影 ，并伴随有[U Gj] 

即 (z)= 0，V z∈ [U Gj] 

从l酊 。(∑矗J=∑毛，此处，为任意有限的正整数集． 

注意，V，cⅣ，有 ∈[U∈ ]l，。∈ ，∈E U∈ 一G ,]， · 
我们断言，supllS,II<+o。． 

若 然，则可以构造单调正整数增加序列{七，)与{ ，)，使得 ≤m，≤七，( = I，2，3，⋯， ‘ 

IIz，II≤ l／2'，II ．( )II≥ l(尹= 1，2，⋯)， 
． 

注意{ ：z，) 收敛， 

但 令A一{1，2，⋯一。七 +1，⋯一z， +I。⋯，一s，⋯)，则序列{ (∑ ))={∑ ，(z，)) 

是发散的，但I3,,I是连续算子，可见{∑ ，( ))应收敛-矛盾． 

因此，{G-)为 的一个Schauder分解， 

http://www.cqvip.com


■ 

蒂I 4卷苇6期 傅 强等： Ranac|l空问中两类M一分解的刻划 6 

再利用引理 2．{G。1为E的无条件的Schauder分解。证毕 

定理3是一个很漂亮的结果．从理论 卜给出了尢条件的Schauder分解的子空：1lJ{G-)应该 

满足的条件．从空M的角度哲，这是很胄意义的。下面定理给出了定理 3的一个推论。 

定理 4：设 为Banaeh空M，{G。)为E的一个M一分解，{ )为{G-)相应的坐标射影算 

子序列，荇对于每一个单调增加的正整数序列{ )．有 芍 ：‘ 。 ‘ ]’> 0，则{G-， )为 

的无条件的Schauder分解。 

证明：由定理 1，3 In 得。证毕 

最后给出一个例子，它表明．对E的一个M一分解 言，小一定行使得{ )与 N一 { ) 

都为无限上土保证 百q：( 。 ’：)>0的自然数子序列{ )存在。 

例 2： )为c 的自然的单位向量基，令 = (n； l，2，⋯)，则{ )为 的标准条件基， 

令 (z)=，I(z)·z．，，I—h。一h。+ ( = 1，2，⋯)，此处{h。)为{P-)的系数泛函序列。可以证 

明[ ，对于任意·个使得 Ⅳ一 {n。)为无限的无限序列{ )，都仃： 

7·[ ( 。 ’’：)=0 
I 1 ‘● 

本文引入了Norming M一分解与强M一分解两个重要慨念，关于它们的进一步性质，比 

如：具仃这两种M一分解的空M在拓扑结构．卜的特征；它们的存在性以及相关性质}两类 M 
一

分解与空fnJ其它类型分解的相互关系等等都还需要作进 步深入的研究 
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