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摘 要 从积分型内时本构方程导出7增量公式，它有l效地减小 7从微分型内时本构 

方程直接得到的增量公式所带来的误差。由此发展了弹塑性矩阵及切线刚度有 限元法。对 自 

增强厚壁圆筒内壁残杂应力的分析以及对含对称缺 口平板受 自身平面内轴向循环变形时应 

力应变场的分析，表明所发展的方法具有精度高，收敛性好且便于工程应用等优点。 
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ABSTRACT An incremental formula is derived from integral form of endochronic plastic 

constitutive equation，which greatly red uces the error caused by the one which was directly曲 mined 

from differential form of the constitutive equation．An elastoplastic matrix is then proposed，based 

on which a stiffness finite elem ent approach is developed． The analys~ of the residual stre~ at the  

inner skin of” autofrettaged thick— waUed  cylinder agrees well with the  experimental resuIt． The 

calculated stress-strain fields of a double—edge—notched plate subjected to cycfic zero-to-tension 

loading are a quite reasonable．The numerical process is steady and quickly convergent．and the 

develope d approach ea n easily be applied  to practical engin~ dng analysis． 

KEY W ORDS endochtonic co nstitutive equation；incremental form u|a； error ~ dysisI e— 

las toplastic matrix{tangent stiffness finite element approach 

0 引 言 

1983年范镜泓首次提出了增量内时本构方程，并在此基础上发展了初应力有限元算法 ， 

为内时理论在具有复杂边值条件的非均匀场问题中的应用做了奠基性的工作 。在此基础 

上 ，Valanis和范镜泓针对含对称长边缘缺 口的 OFHC铜板在 自身平面内受单调和循环载荷 

时的应力应变分布进行了有限元计算 ，计算所预言的应力应变场以及缺 口前缘处的棘轮效 
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应都在随后进行的实验中得到了定性和定量的验证 。此后该增量本构方程被广泛地应用 

于材料和结构问题的弹塑性分析 中 。Murakami将其应用于应力或应变控制的本构响应 

分析E ，Wat~nabe和 Atluri以此为基础 ．建立了含屈服面的内时增量本构方程，它几乎包含 

了已有的各种塑性本构方程为其特例”3，进而发展了切线刚度有限元法_5 ，范镜泓和彭向和 

则以上述增量本构方程为基础，提出了不含屈服面的内时弹塑性矩阵，并发展了相应的有限 

元分析软件 ．所发展的方法已被应用于大量非均匀场问题的分析中。但是该增量本构方程 

是 由微分 型本构方程直接推广得到的，虽然具有一定的物理背景 ，但当增量步长加大时， 

难免卷入很大的误差 ，甚至使问题的收敛性恶化。这种状况对存在严重塑性变形问题的分析 

十分不利。 

本文以积分型内时本构方程为基础，提出了新的增量公式。如果忽略增量步中强化函数 

的微小变化和增量线段与其所代表的增量弧之间的差别，所提出的增量公式是精确的。误差 

分析的结果表明，采用原增量本构方程 ，如果在迭代过程中不进行修正，当增量步长较大时 ， 

误差将达到难以容忍的数值。以新的增量公式为基础，提出了增量弹塑性矩阵，发展了切线 

刚度有限元算法 对35CrNIMoV高强度钢 自增强厚壁圆筒内表面残余应力的分析与实验结 

果吻合较好 对含缺口平板受面内轴向循环变形时的应力应变分析较为合理地给出了应力 

应变分布及缺口附近的应力松驰与棘轮等现象。 

l， 积分型内时本构方程的增量公式 

等温小变形条件下各向同性塑性不可压缩材料的内时塑性本构方程为： 

氏 = ) (1) 

口̈ 一 3Ke (2) 

式中 dz= d~／f(z)； = JId~'l J (3) 

de／,,： de。一 d8。／2o ( ) 

d％一d 一+de~6̈ d 一d％一寺 ％ (5) 
，su分别为应力和偏应力张量分量l e ， ，屿分别为应变、偏应变和塑性应变张量分量；‘、z 

为内时量度和内时标度；P(=)是核函数，取为 

P( )=∑ e—r (6) 

显然 P(=)在区间(O，。。)是可微的。强化函数 ，( )采用如下常用形式 

，(=)一 C一 (c一 1)e一 (7) 

设材料已经历某种塑性应变史，它可以用内时标度 z_表征 。当 z> 时，应力响应可表 

示为 
3 

s ( )一∑s ( (8) 

∽= )+繁鲁(1一e ) (9) 
式中 △ 一z一 =。。从式(9)并注意到 △氏 一s (z)一 (zI)，可以推得 
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△s 一 △《 + Bu；Az 

式中 ． 一塞舭； B,j=-塞m ct 
K，：  二  

A

! (12) 

如果忽略增量过程中强化函数的微小

n

变化和增量线段与增量弧之间的差别，式 (1 0)为精确 

的增量应力表达式。如果△ 一0，可得 
lira A s = p(0)Z2e~,+ h,jA z (13) 

式(1 3)中 ． 一一∑ s (z)。式(13)恰为文献[1，3]中发展的增量本构方程 可见原增量 
本构方程仅在A 一 0时是正确的，当Az增大时，误差将急剧上升。下面考虑原增量方程可 

能导致的误差．特将式(10)与(13)中的△ 分别表示为△磅 与 AS1。容易求得 

△ 一e一 s ’ ( )+ 警鲁(1一e一 ) (14) 
或 △s 一 B r [E △e ～ s (z )△z] (15) 

另一方面，由式(1 0)可得 

△s Kr[毋△％ ～ 4蹄 ( )△ ] (16) 

比较式(1 )与式(16)，并且假设 s0与 硝 在时刻 z．是精确的，可以得到下述关系 

△s 一!： △s (1 7) 

如果强化函数为l，则在单轴加载时，式(16)是精确的 ，我们定义相对误差 

一  一 竿 一l (18) 
同理 ，如果在迭代过程中取式 (1 3)的 一 一∞醴 ( )，可以得到 

△ 一垒 (1 9) 

毋 ： 1
一 l (20) 

表 l 相对误差 和 母(％) 

容易发现 ／ira 一 lim毋 一 O o当 △。较大时 与 dfl急剧上升 ，表 l列出了对于一些典型的 
△ 一 O △  一 0 

m 值在不同的 △ 值下所对应的误差 从 表 1中可以看 出，如果 “ 一 50000，当 Az为 0． 

0005％ 时．相对误差值 及 弗 即已达 l O％ 以上；而当Az： 0．1％ 时，对于 ∞一 500，误差 
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值 与 ；I也在 2O％以上。应力响应对增量步长如此敏感无疑为数据值分析过程带来了很大 

的困难。在大多数场台下，尤其是在卷入较大塑性应变时，增量过程中的局部塑性应变变化 

往往达到 0．1％ 以上 ，如果不采取相应的措施改善收性 ，那么采用原增量本构方程所导致的 

误差后果将是十分严重的。本文提出的方法可以避免这种误差 ，即使在增量较大时，也具有 

较好的收敛性。 

2 增量弹塑性矩阵与有限元算法 

将弹性关系式(4)代入式(10)可以得到增量弹塑性本构方程 

△ slJ= 2G，△e + T⋯B △2 (21) 

式中 ，= — ， 20，=AT， (22) 

l+未 
从方程(1)与(3)，容易求得 

△ z= f ~(z)A z (23) 

联立式(2)、( )、(5)与式(21)、(23)，可以推得增量应力 △ 。 与增量应变 △ ， 的关系 ，其矩 

阵形式为 

{△ )： [ ]{△ ) (24) 

其中 [ ]： [ ]+ [ ] (25) 

式(24)是三维本构方程。对于一般的三维应力问题 ， 

{△ )= (△ 1，△ ?2，△ △ 2，△ 23，△ 5】) (26) 

{△ )= (△ 1，△ E22，△ 岛5，2Ael 2，2Atm 2A 岛1) (27) 

[ ]= 

G C2 C2 0 0 0 

J 2 0 0 0 

C1 0 0 0 

G， 0 0 

鼬 称 G， 0 

(28) 

L J (Bll'B22，Baa，Bl2，Bzs，Bsi) ·(Aeh，A eh，△ 畦3，Ael2，Ae[a，A e[1) (29) 

其中 C1= +号。 ： 一号。， 
= —

2G—ff (z～)A z = 1+ B △e0 

由此可见增量弹塑性矩阵[ ]由[ ]与 [ ]两部分构成
。[ ]为类弹性矩阵，它 

决定于材料常数 t(r=1，2，3)和塑性应变增量 △ 。在几何意义上，[ ]表示变形开始时应 

力应变曲线对应于 △=部分的割线斜率。而 ! [ ]则为塑性矩阵
。 
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对于轴对称问题 ，式(2B~29)变为 

{△ 口)一 (△ ，△ ，△ ，△ ) 

{△ )一 (△ ，△％，△ ，2Ae． ) 

对于平 面问题 

如果是平面应力问题 

如果是平面应变问题 

[D ] 

I C2 

对称 

[D2]一 Cs(B．风，B；．取：) (△ ，Ae5，△ ·A 吐) 

{A 一 (△ ，A ，A ，) 

{△ )一 (Ae ，Ae 2△‘，) 

[ ]一 

ED2] (B B ，口 ) (e ，y Ae；，2△e ) 

r z s] 

ED．,3—1 ；l l 
D J 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

其 中 巩 一 巩 一 O,sD ·J一 1，2，4 (39) 

而 D． 为式(25)中矩阵[ ，]中的对应元素。利用虚功原理容易求得 

EK3 {△w' 一 iA P}． (蛐) 

， 

式中 EK3：- 一∑I[8] [ ，] [B] (41) 

二 r 

{△P)。一{P)．一 l[8] { ) dv (42) 

{△P}。是第 次增量节点载荷列阵‘{ )⋯ 是直至 一1次增量加载的应力矢量 EK3~- 是第 

次增量加载第 次迭代的总刚度阵；[丑]为应变矩阵。式(42)中{AP) 的计算已计入由不平 

衡节点力导致的误差。其增量迭代过程可叙述如下：设已完成第n步增量加载的第i一1次迭 

代，利用该次迭代的结果由式(41)求得刚度阵(Ky-- ，代入式(40)可得{△“)：，进而依次求 

得每个高斯点处的{△ )：，{A )：，{Ae)：，{△s) ，{Ae' A 以及{B)：，并由下式 

ERR—n2 & } (43) 
产 1 

求得误差 ，其中 Ⅳ为高斯点总数。如果 ERR大于控制误差 ERO，则继续进行下一次迭代；否 

则将所求得的结果叠加到第 一 1次增量后的结果上依次求得{ )．，{ )。，{ )。，{B)．， ．{“)． 

等后进入 + 1次增量加载过程。 

上述计算过程的特 点在于不采用屈服面的概念 ，因而避免了由于加卸载准则的引入而 
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导致 的繁冗的判断和反复 另外新的增量公式能较精确地反映塑性变形的历史对应力状态 

的影响，固而可以有效地提高精度和改善收敛性 

3 自增强厚壁圆筒残余应力分析 

自增强厚壁圆筒被广泛地用于不同的工业部门中．它的残余应力的计算一直是人们十 

分关心的问题．但至今仍未得到满意的解决。由于理论分析和实际测量之间的可观误差 ，使 

得人们不得不采用高达百分之几十的缩减系数以修正分析结果。显然这种方法很难被认 为 

是合理的和可靠的。 

在本部分中一用所提出的方法分析了厚壁圆筒的自增强残余应力并将其与实测结果 

进行 了定量 比较。厚壁圆筒的外径为55ram，内径为22ram，材料为35CrNi3MoV高强度合金 

钢 ，其材料常数确定如下： 

2． 一 (3．8× 10 ．1．24× 【0 ，4．95× 10 )M Pa 

n J
．
2 = (5．0× 1 0 ．8．0× 1 0。．4．5× 1 0 )’ 

f(z)= 1 

自增强内压分别为6789，7055~l1 7245atm 有限元分析采用具有2×2高斯积分点的八节 

点等参单元。在三个自增强压力下圆筒内表面环向残余应力 的分析结果与用 Sachs镗孔 

法测得的结果 列于表2 

表 2 内表面 。 的计算值与测量值 

上表中误差 ERR由下式定义 

ERR = 1 f ⋯ 
与 分别为 的计算值与测量值。计算过程表明，基于新的增量公式的算法具有很 

好的稳定性和收敛性 。 

4 含对称缺口板的应力应变场分析 

用基于新的增量公式的算法一分析 r含对称缺 I：1的平板受面内循环变形时缺口根部的 

直力应变变化和缺 口前缘的应力应变分布。 

平板材料为 304不锈钢 ，其材料参数确定如下： 

F一2 3一 (3-29× 10 ，6．1 6× 10 ，9．63× 1 0~)MPa 

2．3 (2-86× 10 ，【．97 × l 0。，8．7× 1 0) 

卷入强化函数的诸参数如下(该强化函数考虑了循环过程中的循环强化
、附加强化和记忆 ， 

■ 
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读者可参阅[1O3)： 

y1．2 d= (8．06 x 10 ，1．97 x l0 ，1．65 x l0～ ，1．665) 

^ 。̂  一 1．24。2．O0 

l， 2= ．5 x 】0 ，1．d0 

， 3= 5．0，8．0 

。p，口J，。3= 1．5，6．0。0，0．5 

由于对称，只取平板的四分之一进行分析，共分为 36个单元 1 35个节点(见图 1)，上表 

面受范围为 0～ 0．08ram的循环位移，且假设为平面应变问题 图 2是靠近缺口根部的 A点 

的 ，～ 关系。可以看到应力幅值逐渐松弛到一稳定值而平均应力逐渐松弛而趋于 0 随循 

环过程的进行，应变不断累积 ，但其速率不断下降，这可归咎于平均应力的不断松弛 图 3是 

靠近底部区域内的应力 的分布及其随循环次数的变化 ，可以观察到沿整个截面的 应力松 

弛。图 4是 的分布及其在循环过程中的变化 ，可以看到应变 的分布及其在循环过程中的 

变化，应变 在缺1：3根部达到最大值 所观察到的现象与大量的实验观察在定性上是一致 

的。 

对本问题的计算过程也表明了本文提 出的方法是稳定的和收敛的 

t l j 

} 
一 ／‘ 

图 】 含缺口板的有限元网格 图 2 A点处的 关系 

图 3 缺口前缘的应力 分布 图 缺 口前缘的应变 分布 
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5 结 论 

本文从积分型内时塑性本构方程导出了增量公式，它避免了由微分型本构方程推广得 

到的增量本构方程所带来的误差 由此得到了增量弹塑性矩阵，它包含了一个类弹性矩阵和 
一

个塑性矩阵。进而发展了可以处理复杂边值条件的有限元分析方法 对 自增强厚壁圆筒内 

壁残余应力的分析以及对含对称缺 口的平板受面内循环变形的应力应变场的分析 ，都得到 

了满意的结果。计算还表明了所发展的方法在数值过程中有效性。 
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