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摘 要 给出了用2一块 AOR方莹求解大型稀疏最小二乘问题收敛的充分必要条件和 

若干充分条件 当取 r—w时，使E3]中的相应结果成为本文的推论。结果表明，适 当选择参 

数，2一块 AOR方j圭总是收敛的。 ‘ 
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ABSTRACT A necessary and sufficient condition and some sufficient condidons concerning 

the convergence of a 2-block AOR method for Large—scaled least—square problems are given·It is 

shown that，by appropriately selecting parameters，the 2-block AOR method is always convergent 

and the theorem in E3]is only a corollary of this paper． 
KEY W ORDS system Linear equations：coflvergence；lease—square problem 

0 引 言 

在许多实际问题中 我们部希望计算 下超定性方程组 ： 

Ax — b (1) 

的最小范数壤小二乘解。其中 A为一大型稀疏的 X n阶实矩阵， >”且 Rank(̂)一 为 
一

给定的 m维实列向量 

以上最小二乘问题等价于：求一个n维宴向量 ∈R 和一个 m维宴向量r∈R ，使 

b— A — r ATr一 0 (2) 

r d 

为了讨论方便，不妨设A—l‘ }，其中A 为n×n的非奇异矩阵，Az为(m—n)×n 
LA 2 J 

的矩阵。同时，把向量 r和 b也作相应分块： 
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其中V，b-均为 n维实向量， r， 均为 m— n维实向量。这样 ，(2)可等价地写成 ： 

f=一 (3) 

o ] ] 『1’ ] 
其中 f lA： 』 0 I 。=l V{ d=l I 

L 0 A ArJ Lvj L0j 

由于 Rank( -) 容易验证：矩阵 c是(m— n)× (m+ n)阶的非奇异方阵。 

在文献E8 ～ E4]分别给出了同带有一个松驰因子W的 3一块 SOR和SSOR求解(3)的 

有关收敛定理。黄德才．畅万年 ’给出了用带有两个松驰因子 ”，r的 3一 块 AOR方法解(3) 

的收敛性条件。Es]研究了用 3一块 AGS方法(参数 zu— l时的 AOR方法)解 (3)的收敛条 

件，同时还给出用 2一 块 AOR方法求解(3)的一个收敛定理，但设给出证明。本文从不同的 

角度证明了用 2一块方法解【3)收敛的一个充分必要条件和若干充分条件 。特别．当取 = ‘ 

时，使Es]中的一个定理成为车文的一个推论。同时还证 月̈：2一块 AGS方法解(3)在收敛性 

质上比 3一 块 AGS方法好。 

i Lr． 和 J的特征值间的关系 

为了给出2一块 AOR方法求解(3)的有关收敛定理 ，我们先给出解(3)的2一块 AOR迷 

代阵和相应的 Jacobi迭 代阵 J的特征值间的关系 先将(3)的矩阵 c作如下分块； 

0 j』 VA 0 0] 

f= {̂ I：0 令 D= lA I ‘0 l 
L 0 A ：̂ r_ L 0 0 ArJ 

则(3)的 Jacobi迭代矩阵为 ：· 

J = I一 。 c 

．二i 
量； 垒[兰 ] 

= u 一 [B 。0 一-[。0 0] ． L L J ． 
而(3)的SOR和 AOR选代矩阵分刑为： 

，
一 (，一 ) r(1— )，+ ) ≠ 0 

L， (，一rL)l[(1一Ⅲ)，十 ( — ) + “ ] ≠ 0 

当 =l时，AOR方法即成为 AGS(加逑高蜥造代法)方法．其迭代矩阵为： 

'_= (，一 r ) r(1一 ) 十 ] 

若令 s一 ，则 AOR选代阵 ， 可改写成： 

L ．一 s， r+ tl— )I (5) 

为此 ，我们有： ． 

定理 l 设入和 分别是 L． 和 J的特征值，则它们满足： 

[i一 (1一") ： w[Ar 4-( 一 )] (6) 

+ AOR方法求解大稀疏矩阵晟小二乘问题的收敛性 ．g9将发表在“数值计算与计算机应用”上 
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证 明 ： 

●● L，=(，一 ，L) [(J—r)，一 rU] 
= (，一 r￡) [(1一 rg)一 (，一 7-Ⅳ)] 
一 ， 一 P 

其中 P： (，一rL) (，一J) 

设 r和 分别是 P和 L 的特征值。则 

= 1 一 rT 

又设 ≠ 0为 P关于 的特征向量 

印 ： 

把上式整理后可得 

．

’

． nc 

(1一 rL (1 

(·1 一 T’ )x = (I — T) 

由(d)式可知： 

／ 0 ．＼ 
．，一 TrL： l j ＼(1

一 Tr)B 0』 

把向量 也作相应分块，可得 ； 

fB1 = (1～ r)x1 

．  【(J— Tr)B!x J= (1～ x)x2 

设 r ≠ l，则有 

啪 = =  等x 
又设 为 J的特征值 ，y≠ 0为相应特征向量，则有；Jy= y 

(7) 

(8) 

且p： ．， = 

注意到 =[ B ]，井把，作相应分块，这样由上式可得：B ：： ：，， 
把它同(8)式比较可知： }三 一 

即 ： ． (1一 T) 一 (1一 T ) 

由(7)式解出 f代入上式，整理后可得 ： 

[ 一 (1一r) = (9) 

又设 为 L⋯ 的特征值 ，由(5)式有 

五= + (1一 ) 

从上式中解出 ，并注意 = ／ ，我们得： 

= [ + ( 一 r)]／叫 ‘ 

把 代入(9)式并整理就有： 

[三一 (1一 ∞) ： ∞[打 + (∞一 )] 

2 收敛定理 

由 J的表达式 (4)可知 
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r0 Al (A：A】 ) 0 ] 

J = l 0 ～ (A Ai )(A：A J ) 0 l 

LO 0 一 (A 2A ‘) (A A )j 

令 B— (0，一 (A：Al )(A 2A ) ，一 (A A ‘) (A2Al )) 

则由行列式的性质可知：矩阵J 和矩阵B有相同的特征值(注：文献[3]～[d]中认为 

= B，那 是 不正 确 的，[5]也没提及 这 一问题) 又 由于 一 (A：Ar‘)(A Aj‘) ，～ 

(A2AI‘) (A Ai )均是实对称负半定矩阵，所以矩阵 B的特征值亦即 的特征值 满足： 

∈ E- P (．，)，oJ (10) 

为了证明我们的主要定理 ，先介绍一个熟知的引理 ，而不蛤出其证明。 

引理 实系数二次方程一 + + = 0的两报按蟆均小于 l的充分必要条件是： 

【 P+ q> 0， j— p+ > 0， j— > 0． 

在下面的讨论中，我们总假定论弛园子 干̈ t”翻5在开医问(0．2)内。 

定理 2 2一块 AOR方法求解(3)收敛的充分必要条件是参数 r， 满足下列条件之一 ： 
r=—一  

① ≥2r且 (J)<√ 三 垒』】(r， ) 

③ r且 JK 杀 ， 
③ r< ∞< 2r一且 o(J)< l，fl {fl(r，∞)， (r，∞)} 

证明：由(10)式可知： 为负实数。把(6)式右端项移到左端，并仍记 一 为 ，整理后 

有以下等式： · 

+ [ 一 2(1一 ) + (j～山) + 。 ( 一r)一 0 

注意上式中的 。∈[0． (J)]，它是 一 的特征值。而 是 L 的特征值。因此，以上方程是 

关于 的实系数二次方程。 

2一块 AOR方法收敛的充要条件是 f叫<1．而由引理可知；f f<坩 充々要条件是： 

f1+ 一 2(1 0)+ (1一 ) + n (山 一 )> 0 

l～ + 2(1一 ∞)+ (1一 ) + ∞ (0 一 r)> 0 

【1～ (1一 ∞) 一 (山～ r)> 0 ， 

以上不等式等价于 一 

f(2一 ) + u(̈一2r)>Ot- i 2
一 ∞+ (r一 )> o 

‘ ” 

由于 是 一 J 的任意特征值 ．所 ，当 ： (J)时 ，(儿)式仍然成立。故(儿)式等价于 

f >̈0 (12) 【2
～ ∞+ (J)(r一 ∞)> 0 

对(1 2)式，以下分三种情况来讨论 ： 

(1j取参数 ≥ ，别(j2)等价于： 

(2一 )+ (J)(r一 )> 0 (13) 

(2)取参数 ≤ r，则(12)等价于： 一 

(2一 ) + (J)(_)( 一 2r)> O (1 d) 

(3)取参数 < 。< 2r，则(12)仍是 l{l< l的充分必要条件。 ， 
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由以上讨论可知：l̂l< l同 下条件之一等价 

(1) ≥2r且 (J)<√告三{垒f (r， ) 
(2) ≤ 且 p(J)< — ／

0(2 r一 ∞) 

(3)r< < 2r且 p(J)< min{̂ (r，co)，̂ ( ． )) 

从定理2可知 ，无论(3)的 Jacobi阵 J的谱半径 p(J)如何，即不管求解(3)的 Jaco~迭代 

法是否收敛 ，总可选择适当的参数 r，。使得2一块 AOR方法解(3)收敛。 

推论l 2一块 SOR方法解(3)收敛的充分必要条件是 ：0<co<2／(1+p(J)) 

证明： ’．’当 =∞时，AOR方法即是 SOR方法。所以，在定理2的(2)中令 r= ，则有 

< 
．  

故得 0< ∞< 2／(1+ p(J)) 

此推论即是[3]中的定理2。 

推论2 当参数 r，u满足以下条件之一时，2l一块 AOR方法解(3)收敛。 

(1) 0< 2 ≤ < 2／(1+ P (J)) “_ 

(2) 0< ≤r< 2／(1+ ／ (J)J皇“： 
(3) 0< f< 。< { 、 ) 

证 明： (t)gZ 0< 2r≤ ，当 (J)< 时 ，必有p(J)< 

中解出 u． 

由pz( < 

_．． 0< ∞< 2／(1 T (J))时 

必有定理2的条件(1)成立 、出定理2的充分性知：此时2一块 AOR方法解(3)收敛。 

(2)取 。< ∞≤r，当 (J)< 时，必有 p(J)< 成立。由p2(D 

< 解出 ， ’ 

．

’

． 0< 。≤ r< 2／(1— 2o(J))时 ， 

必有定理2的象件(2)成立，故知，此时2一块 AOR方法解(3)收敛。 

(3)由(1)(2)及定理2的(3)即得。 

定理3 若松驰因子 r满足 ： 

max{o， (J)一 1)／ (J))< r< 圳 {{2，(1+ (J))／2o (J)) 

则；用2一块 AGS方法求解(3)收敛。 

证 明； ’．’ 方法是参数 ：l时的 AOR方法， ． 

． 当∞= l时，定理 2的证明中(12)式以前的推导仍然成立 在(1 2)式 中令 = 1， 

可得： 

2一块 AG3方法求解(3)收敛的充分必要条件是： 

fl十 (J)(1— 2r)> 0 

【l十 (J)(1一 r)> 0 

以上不等式等价于： 
。  

(，，(J)一 1)／ (J)< r< (1+ P (J))／2 (J) 
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注意到松弛因子 ∈ (0，2) 

故 ，当 r满足定理条件时 ，2～ 块 AGS方法求解(3)是收敛的。 

令 r (， (J)) ( (J)～ 1)／‘ (J) 

r̈(f)(J))= (1+ p (J))／2 (J) 

则 r (p(J))： (p(J))的交点是 I】(J)= 3，此时 

fJ【J))= _】(J))一号 
所以，定理3所描述的收敛区域如下图所示： 

从 图上不难看出，当分块 Jacobi造代解 (3)发散(1 

≤ (J)< 3)时，2一 块 AGS方法解(3)仍然是收敛 

的。为此 ，我们有 

推论3 若 O≤ U)< v／3，则可选择适当松弛因 

子 r．使2一块 G8方法解(3)是收敛的。 

文献[5]中证明仅当 O≤ P(J)< d}时，才可选择适 

当松弛因子 r。使3一块 AGog法解(3)收敛。率推论表明： 

用2一块 A∞ 法解 (3)在收敛性质上 比用3一块 AGN法 

好 。 

pU) 

}块 AGS方珐的段啦区域(遗界除外) 

作者衷心感谢我系扬万年教授，他在百忙之中_l子细阅读了全文，井对本文的修改提出了 

宝贵建议。 
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