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摘 要 利用连续小渡变换研究了能量为无限的信号的谱分析，；l进了时一频功率谱的 

概念，并研究了时一颊功率谱与经典 的功率谱及王均功率的关系；还；l进 了自相关函数的小 

波变换，且研究了它与时 颤功率谱之问的羌系。 
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ABSTRACT W e study the Spectrum analysis to the signals with infinite energy using continu— 

ous wavelet transform ．the concept of time frequency power spectrum is presented．and the relations 

between the time—frequency power spe ctrum and classical power and average power are studied，the 

wavelet transform of self—correlation function js also presented．and the relations be tween it and 

time—frequency po wer spectrum ate also studied． 

KEYW ORDS wavelet transform ；time frequency po wer spe ctrum correlation function；sig— 

rials with infinite energy 

0 引 言 

l 822年，法国大数学家 Fouler发表他的《热的解析理论》并提 出现在所谓的付氏分析。 

1965年．美国 Bell实验室的两位工程师 Cooley．Tukey在前 人工作的基础上发表了计算付氏 

变换高效算法的论文 ，这种算法称为快速付氏变换(简称为 FFT)．付氏分析已成为最完美 

的数学理论与最广泛和有效地被科学和工程应用着的数学方法之一 

但是付氏分析也有它的严重缺点：不能做局部分析。即它在时空域中没有任何分辨，是 
一 种纯频域分析，付氏分析反映不出频率随时问的演化。付氏变换在任何有限频段上的信息 

都不足以确定在任意小范围内的信号，即不能通过付氏变换的局部信息重构原来的信号；须 

考虑无限长时问(包括信号过去、现在和将来的信息)才能得到单个频率处的谱，这也可以从 

著名的 Heisenberg测不准原理与付氏变换的关系来说明。对于从信号的局部观察抽取谱信 
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息，付 氏分析无能为力。 

实际问题中往往需要知道信号在任一时刻(实际上是任一短暂的时间间隔内)的频率特 

征．如故障诊断中出现的奇异信号，经常需要同时对信号在时空域和频率域上实行局部化 ， 

由Heisenberg测不准原理知，这是 Fourier变换做不到的。因此 ，需要寻找一种能对信号实行 

时频局部化分析的新方法。 

1946年 ．Gabor首先用 Gauss函数做窗 口函数引进加窗 Fourier变换(Ga~r变换)来对 

信号做局部化分析．后来发展为一般 的加窗 Fourier变换(短时 Fourier变换)，它能够刻画信 

号的局部时频信息，但是它在应用中也受到相当的限制，例如，对离散加窗 Foilrer变换它的 

局部化格点在整个相空间里是等均分布的，即它的时间·频率局部化的格式与格点位置无 

关，即它有局部化格式固定不变的特性，用它分析频域宽、频率变化激烈的信号时，由于要遵 

循信号测不准原理，为了能正确获得高频的信息，时间局部化参数必须取很小，于是系数总 

量很大，即样本点要取得相当多，既不经济又费时问，不是理想的方法。因此用加窗付氏变换 

处理有奇异性的信号不很有效，而在故障信号处理等许多实际问题 中却经常须要处理奇异 

信号(突变信号)． 

小波变换首先就是做为处理奇异性信号的有力工具产生和发展起来的。1981年 ，搞理 

论物理的 Grossmann与搞石油开发信号处理的 Morlet在处理地震数据时首先提出了小波变 

换的思想，并成功地运用于地震信号的分析，随后，法、美、英等国的一些著名数学家如 Mey 
erElI

．Daubechies[~。]，Mallat[ ]，Battle，Lemarie，Chui[ ，Coifman，Jaffard，Wickerhauser[ 等从理 

论和应用上对小波做了一系列研究 ，形成了一个新的数学分支，即小波分析。它已被认为是 

付氏分析发展史上里程碑式的进展 近几年在美 、英、法、德等国家已成为众多学科共同关注 

的热点：美国已将它列为 90年代应用数学的 8个前沿课题之一 ，美国国防部的关键技术计 

划认为小波变换将对未来国防关键技术中信号处理研究产生重要的影响；英国皇家数学会 

也将小波分析列为 90年代重点发展的 lO大方向之一 ；法国、德国等一些国家也都纷纷投入 

大量人力物力．对这一有广泛应用价值的重要领域进行研究。 

粗略地说 ，小波(子波)是一种小的数字波动，它一般是中央的一个尖峰，二边有二个很 

小的负尖峰。小波分析优于付氏分析之处在于，它在时域和频率域同时具有 良好的局部化性 

质，它有一个弹性的时．频窗，对高频(低频)信号成分 ，时窗自动变窄(宽)．由于小波分析能 

对高频成分采用逐渐精细的时域或空域取样步长，可以聚焦到对象的任意细节．因此被人们 

称为“数学显微镜”。 

在小波分析的纯数学理论发展的同时，它在工程和物理中的应用的研究也发展得异常 

迅速。人们发现和预计它将广泛应用于信号分析 、图象处理、模式识别、数据压缩、故障诊断 

与监控(包括机械、电机、汽车、通讯设备等)、量子场论、边缘探涣『、地震勘探、语言识别与合 

成、音乐、通信 、数字电视和电话、统计分析与湍流模拟、天体识别、机器视觉、计算机视觉和 

人体视觉、神经网络、彩色复印、非线性动 力系统(包括分形、混沌等)、微分方程数值解、雷达 

(提高雷达系统的分辨能 力)、CT成象 (用于描述不确定的乳房 x线照片中肿瘤的确切性 

质、胎儿心脏监听、超声波图象放大和心电图分析，还可用于癌症等疾病的早期诊断)-工业 

探伤(ICT)它还可用来使模糊的相片恢复本来面 目，以及用于跟踪股票市场的涨落等等 。 

笔者利用连续小波变换研究能量为无限的信号，引进了时 频功率谱的概念 ，并研究了 

时 频功率谱与通常的功率谱及平均功率的关系；还引进了自相关函数的小波变换，并研究 
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了它与时一频功率谱之问的关系 

1 连续小波变换及其性质 

1984年 ．法国理论物理 学家 Grossmann和 石油地质信号 处理学家 Morlet首先 明确提 出 

小波及连续小波变换的概念．并研究了它们的性质。 

定义l 设 ∈ (R)一{，l，在R上可测，且』If(f)l <一∞)．若 满足“容许条 
件”： 

。 』 a <+o。 
则称 为一个。基本小波”(容许小波、母小波)． 

定义 2 设 是母小波，对 进行伸缩和平移变换得到一族函数 ： 

(。一l I～{ ( 】， ∈R 一R＼{o)． ∈R 
称 生成的函数族 ． 为连续小波或分析小波。 

定义 3 设 是母小波．Vf∈ L (R)．令 

c m 去 ( 去 
则称 r，为 ，的积分小波变换(IWT)． 

性质l 是从 (R)到 fR。×R，d adrb)的等距变换。 
性质 2(Plancherel公式) V f ．f?∈ (R) 

<Wr，” r，z) 】一<， ，，z)L：c 

性质3(反演公式) f(t)一』(』(w ，)( ， ) ) )曲 
小波变换的上述简单性质在我们下面对能量无限的信号进行谱分析时要用到。 

2 能量无限的信号的时 一频功率谱 

实际问题中．一般的非周期信号属于能量有限信号，但是周期信号、阶跃信号及随机信 

号能量均为无穷大．此时 ，笔者不研究信号的能量而是研究信号的平均功率，为了对平均功 

率 有限的信号进行谱分析，传统的做法是引进功率谱(通过 Fourier变换)．笔者从小渡变换 

具有优良的时 一频局部性质出发．引进时 一频功率谱的概念，它能够克服传统的功率谱在时 

空域 中没有任何分辨的缺点。笔者还研究了能够做局部分析的时 频功率谱与经典的功率 

谱、平均功率之间的关系。 

定义 4 能量无限的信号 ，( )的平均功率定义为： 
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P =
而
lira _Y_

i
． ．

1，(f)l：d 

若 P为有限值，则称 ，(z)是功率有限信号。 

记 肿  一 

其中[一T／2，T／2J称为采样区间。 

l 

显然，P—li,n寺 I lf~-(OI dL ‘=
一  

，  

记 (t)的 Fourier变换为 (∞)，则由Parscval恒等式 (Planchcrel公式)有 

P一 {j l (。)I zd~~一J 专l五( )l m J J J 

定义 5 称 为 ，(￡)的功率密度函数，简称功率谱，记为 (∞)．显然．P= 

I (∞)dm· 

利用功率谱可 对信号进行谱分析 ，但它是一种纯频率分析，在时空域没有任何分辨 

为克服这一缺点我们利用小波变换来定义时一频功率谱： 

考虑 矗 的小波变换 ： 

有 

c 一 I 一 』 M叫 } —— 引 ( )df 

由Parscval恒等式(Plancherel公式) 

』吉(f1W，，(。，b)1 a }a。== ， c 
^ ’ 

I If(OI df一 警( f 1 b)l d 

自然地，笔者引进以 卜概念； 

定义6 称岛( ，6)一砉lW，矗( ，6)I 为 (̂f)的平均时一频功率谱(时一频功率密度函 

数)，称 (n，6)一 研(n， )为，( )的时 一频功率谱。 

性质 I 设 f(D是能量无限但功率P有限的信号，则 

(4，b)≤} ·1】 11 ( ) 
y r 

证 由 Cauchy Schwartz不等式有： 

IW 矗( ，6)I≤ ÷ II l】 ·l】舟Il 
c 

故 岛( ，6)一专I r如( ，D)I ≤志I1 I1 i ’I1矗1I i 
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(d·6)= 岛(d，6)≤ II ￡ ·P 
T一 ∞  0  

性质 5 时 一频功率谱与平均功率有以下关系： 

= ： 』[ 1i(』sca， a )]a 
即平均功率是时 一频功率谱的一种加权积分平均。 

吾 
证 - 一  da 

= 』 da』 一 』 da f 曲 
下面笔者研究前面引进的时 一频功率谱与经典的功率谱之问的关系。 

定理 l 设，是能量无限但功率有限的信号，其功率谱和时一频功率谱分别为 (。)和 

(4．6)，则有以下关系式： 

s(m) J』J I一{出』／ n( ，6))e“ ( 。) } 

证 (m)一 ，由小被反演公式 ， 

五(m) f f f ̂ ( ) c)d 1 e一· 

= 』警{』[ 小 ， ]d ·』 c e～a } 

一  』 da』 ，，f(a，6)· {·e| (∞)∞ 

= 』J I一；(』 ，，r ， )e。 ( m)a )出 
由功率谱 (m)及时 一频功率谱 ( ，6)的定义即知它们之间的关系式成立 

3 自相关函数的小波变换 

除了用功率谱分析能量无限的信号外，对随机信号还可以用相关法进行分析
。下面我们 

研究了自相关函数的小波变换及其与时一频功率谱、功率谱之间的关系。 

定义 7 设 ，(幻是功率有限信号 ，称 

(f)一 1 

为 ，(幻的自相关函数。 

显然 (r)具有以下性质： 

性质 6 

一 

； f

{ 
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； 

删)一 1』l，(f dc— S(o)do 
一 詈 

f s( ，6)幽1血一P 
』 』 

为了研究自相关 函数的小波变换，笔者先给出二个引理： 

引理 l 设 ，(f)是功率P有限的连续信号，且设，( )的能量无限。 

则 ，(￡)在(一。。．+ 。。)上一致有界。 

证：V >0，由于If( ){ 是[一 T，三]上的非负可测函数．因此V >0 

，(幻l df或者 为 有 限 或 者 为 + 。。，且 对 变 上 限 几 乎 处处 可 导，进 一 步 固 

，( )l z出 + 。。，则功率 P为 

P—lira lira(1 1~／"-j l +{l，(一号】l2】 
由于 P<+oo，故 了 0> 0．当 ⋯ > 。时 

lf(Ol ≤ 2P， 即 l，( )l≤ √2 

又因 ，(f)在[一 a． o]上连续．故有界，综上 ，(f)在(一 。。，+ 。。)上一致有界。 

引理 2 (维纳 一 辛钦相关定理 )相关函数 月(t)的付氏变换 (m)一 (m)： 

笔者下面利用上述两个引理考察 R(t)的小波变换 WrR(a，b)与功率谱及时 一频功率谱 

的关系： 

定理 2 

W (d，6)一 ( (山)，l l÷e一 驴( ∞)一 l dl专e ( (山)， 山)> 

证 

W 只( ，6)一 ( (i)， ． )一 < (∞)．1 l告e一 (d )>一 i l{e’ ( (∞)． ( )) 

由定理 2及定理 l即可得到相关函数 R(t)的小波变换 WrR(a，6)与时 一频功率谱之间 

的关系，这个关系是很基本的，它的应用将在以后讨沦。 

定理 3 

詈 

』 —而 ，(f 
．  

其中 (幻一了i—二—西， ∈L (R)N L (R) 

詈 

去’去 { 

，● ● J  
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因为 

≤ ljm 
面  

； 

吾 

f 

故 1 

故由Fubini定理有： 

由于 

≤ lira寺 

M (由引理 1) 

，(￡)y(1一 T)dl 罔  ≤ <一。。 

手 

州 一去‘ ’ ( 

叫 dT一』，“ 叫 

(，(一 )． 

由此即知结论成立。 

， f ．，c I n J f 

～  

w 坫 (a，b t) 

参 考 文 献 

l MeyerY wa leb—— Al rIchms 8L Applications SIAM l993．1～ I 33 

2 Daubevhies I．Ten Lectures orl W avelets SIAM ．1 993 l～ 22 

3 Daubechi~ T．Otthonoma[ba s of com pactly sappottod  wavelets Comm．Pure and App1．Math．1988 (41)：909 

～ 996 

4 M aRat S．G．Multiresolution approximation and wavelet orthonormal bases L (R)Trans of the AMS·I 989 

(3l5 ：69～ 87 

5 M allat S G．A theory for maltitesolution sishal de~omr,osRion}The wavelet d~Ooml-,osidon．IEEE Trnas on Pat。 

tern Analysis andMachineIntelligence．1 989．(cl1}674～ 693 

6 Chui K C．IntroductiontoW avelets and Applications．Academ EcPress．1992、1～ 352 

7 W iOtethaaserM ．V．Adapted wavelet analysisfrom theory to software．SIAM ，1 994，1～ 473 

8 陈兆国 ．时间序列及其谱分析 ．北京：科学出版社 、l98g l～I26 

http://www.cqvip.com

