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斗 摘 要 推广应用了电网络中的对偶原理，建立了线性粘弹性模型与RC(Re~,V,Lvr Ca— 

pacitor)电网络 间的对应关系，进而证明了庄意复杂的广义线性粘弹性模型均可归结为广义 

娄 翌丝 论；皇堕坠／广义的缝些 翌 搓坠Rc屯网 关键词 翌丝 论；皇堕里笙／广义的缝些 塑 搓型．’ 。。 
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ABSTRACT The duality principle in electrical network was generalized to establish the one 

to one correspondence between generalized linear viscoelastic model and RC electrical network．O n 

th／'s bans，a guess was proved to be true that any generalized linear viscoelastic mod el with arbitrary 

complexity can be  simplified as generalized Voigt chain equivalently． 

KEYWORDS viscoelastic theory；circuit theory／general~ed linear viscoelastic model 

0 引 言 

两个完全不同的物理系统的现象若能由相同的数学方程所描述 ，我们就说 ，这两个系统 

是相似的。例如在力学、电学和声学系统之间，存在着相似性。众多的相似系统 ，显然为我们 

在研究某一物理 系统时，可借助于人类在其相似系统中研究的智慧结晶，用以解决所研究的 

物理系统中不易解决的¨池。 

在流变中 ，r义的线性粘弹性模型用以描述一般的线性牯弹性介质的流变性质 ，并可 由 

此建立本构方程。欲借用电网络的理论研究流变介质的力学性质 ，其关键之处在于建立广义 

的线性 牯弹性模型与电网络之间的一一对应关系。 

笔者的研究结论是，广义的线性粘弹性模型对偶于 RC无源一端口网络 ，流变力学的两 

个重要 函数 ，即蠕变函数与松弛 函数分别对应于 RC无源网络的两个策动点响应函数。从 

而、一些在力学模型中不易证明的性质 ．在 RC电阿络中变得一 目了然 在此基础上 ．本文作 

者证明了，任意复杂的广义线性 牯弹性模型均可归结为广义的 Voigt链 。 
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1 广义的线性粘弹性模型 

基本的线性粘弹性模型有三种 ；Maxwell I本，Vo[gt体和 Kelvin体： ]。上述三种模型均 

由两种基本元件 ，即线性弹簧与阻尼器构成。将两种基本元件与三种基本模型作任意联接所 

得的模型，称之为广 义的线性粘弹性 模型，可用以描述最一般的线性流变介质的动态特性 

在复频域中，广义的线性粘弹性模型的本构方程的一般形式如下 

P(8) (s)= 口(8) (s) (1) 

其中 

P( )一∑P-s．， 口( )=∑q． (2) 

且 p0一 l， 和 q-均为实数， ( )和 (s)分别为复频域应力和应变。 

在复频域中 ，定义系统函数 

H ( ) ( )／口( )一 P( )／q( ) (3) 

即定义单位冲激应 力激励下，应变的零状态响应的拉氏变换为广义的线性粘弹性模型的系 

统函数 

定义广义的 Vr~igt链如图 1所示 。 

～  

图 I 广义的 Voigt链 

并将图 l所示的模型本身；或 = 。。时的模型；或 伽= 。。时的模型 ；或 = 。。且 珊 

= oo时的模型(Voigt链)，这四种可能的模型结掏统称为广义的 Voigt链 

由广义的 Voigt链的定义易知，其系统函数为 

1 1 二  1 
一  

s)／ =赢+赤+ 赤  )̈ 
且易于写成式(3)所示的形式 

定义广义的 Volgt链的意义在于．笔者猜侧任意复杂的广义的线性 粘弹性模型均可等 

效为广义的 Vaigt链 ．但在力学系统中直接证明似乎有些困难 依据相似性原理，应用电网 

络的对偶原理 ，将 力学网络转换成 电 网络 ，笔者的猜侧被证明是完全正确的。 

2 流变力学的两个重要函数 

线性粘弹性动态特性的测试及其模型参数的辨识 ，基于如下两个重要的流变 力学函数 ， 

即蠕变函数及松驰函数 借用理论电工的术语，或许能为这两个函数下更为确切的定义。 

1)蠕变函数 

任意处于 自然状态的线性粘弹体 ，在单位阶跃应 力激励下的应变响应 ，定义为该粘弹体 
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的蠕变函数，并简记为 。，( )。 

在复频域中 ，蠕变函数与系统函数的关系为 
1 

。，( )= ．，( )]= ·H ( )一 P(s)／∞(8) (5) 

2)松弛函数 

任意处于自然状态的线性粘弹体，在单位阶跃应变激励下的应力响应 ．定义为该粘弹体 

的松驰函数，并简记为 y(1)或 Oil)． 

在复频域中 ，松弛函数与系统函数的关系为 

Yis)= 尘 [y(1)]= l ·H (s)= 口(s)／ P( ) (6) 

由式(5)和(6)可得 

(8)·Y(s)一 l／s ( ) 

3 广义的线性粘弹性模型的对偶电网络 

我们在复频域中找出由广义的线性粘弹性模型确定对偶电网络的普适方法 。 

3。1 基本元件的对偶关系 

1)线性弹簧与线性 电容 

一  ( ) 

( ) 

㈢E=l／t" 
一  二=二> 。 !：： ll 。 

V0 ) 一 

0 ) 

图 2 线性弹簧与线性 电容对偶 

线性弹簧的系统函数为 

H (3)= ￡( )／口( )= l／ 

线性 电容的系统函数为(0( )一 ，(8)／s) 

Ho( )= Q(s)／ ( ) = C 

或 

H，is)一 tis)／V(s)= 

显然，若在量值上令 

月一 lIC 

则在函数表达式上有(不考虑量纲) 

H (s)一 Ho( )= H，( ) 

2)阻尼器与线性 电阻 

阻尼器的系统函数为 

H ( )= }(s)／ois)= l／目s 

线性电阻元件的系统函数为 

Ha( )一 QO)／V( )= i／Rs 

(13) 

(1 4) 

8  9  0  1  2  
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—  吕  
L-一 e(s1 

(Ⅱ) 

+ 0) 

(6) 

图 3 阻尼器与线性 电阻对偶 

或 

H，( )一 ，(s)／V(s)一 l／a (15) 

若在量值上令 

= (16) 

则在函数表达式上有 ‘ 

H。(s)一 H00)一 H，($)／s (17) 

综上所述 ，线性 牯弹性模型的基本元件与电网络的基本元件存在如表 l所示的互为对 

偶关系。 

表 l 基本元件的对偶关系 

力 学 系 统 电 学 系 统 

应力 (1)或 (s) 电压 r( )或 (。) 

应变 ( )或 ( ) 电荷 (1)或 (s) 

应变率 ；(￡)或 (s) 电流 t(O—d 0(O／d~或 ，(s)=s垂( ) 

弹性模 量 口 倒 电容 1／C 

粘滞系数 电阻 R 

若上述两列的变量与参数互为对偶 ，则有如下元件对偶 

线性弹簧 电容 

阻尼器 电阻 

3．2 网络的对偶结构 

为了推广应用电网络理论 中，由给定 电网络找出其对偶 电网络的规范化方法 ．在图 4所 

示的 Voigt模型网络中，我们用虚线以及虚设的力源，将其构成一封闭的力学 谟型网络 ，并规 

定力源 由一圆圈和一对箭头表示，当一对箭头指 向圆圈时．表示介质承受拉应 力．反之承受 

压应 力。图 4所示两 网络的对偶关系如表 2所示 。 

推而广之 ，由任意复杂的线性粘弹性模型网络找出其对偶的 RC电网络的步骤与文献 

[6]中给 出的，由电网络找出其对偶 电网络的步骤完全相同。须注意的是．当力学 网络 中力 

源为拉应力源时，对偶电网络的端 口电压与电流的参考方 向如图 d(6)所示。反之，当力源为 

压应力源时，则应将端口电压源反相。 
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图 网络的对偶 

表 2 网络的对偶关系 

线性弹簧与阻尼器并联 

网孔 1 

网孔 2 

外 网孔 a 

力 源 (5) 

H，(s)= l／( -t-ns) 

电容与 电阻串联 

节点 ① 

节点 ② 

节点 @(参考节点) 

电压源 (5) 

∽= ／f{一 

事实上 ，力学 网络与电学网络构成互为对偶的网络对 ，即 由电学网络亦可找出其对偶的 

力学 网络。如表 3所示，互为对偶网络的两列函数均为 的有理函数，并分别对应相等
。 

表 3 网络函数的对偶关系 

4 RC网络与广义的 Voigt链 

按上述步骤 ，任意复杂的广义线性牯弹性 模型网络均可找 出如图 5所示的 ．对偶的 RC 

电网络。Rc网络的策动点导纳 y (s)的普遍公式为 

r (s)一 ，( )／v(s) 

一K !±垡 !± ：：： !± 喳 
(s+ ∞ )(s-t-∞j2)⋯ (s一 ∞ ) 

- r- -t- ㈨  

按式(18)可直接综合出如图 6所示的福斯特 2型 RC网络 - 。 

根据表 3，式(18)以及 RC网络策动点导纳函数的定义可知 ，就函数的表达式上有如下 

关系 ． 
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图 5 RC策动点函数 

H (s)一 H0( )= H ( )／ — r ( )／．2 (1 9) 

按图 6，式(1 8)可改写为 

)= +击一 ) 
若令C 一 l／z0，R0一 日0，C．一 1／E．．足= ．则由式 (19) 

和(2 0)可得式(4)，并由式(4)可直接画出图 1所示的 

广义的 Voigt链。 

综上所述．证明了一个重要结论 ：由基本的线性弹 

簧和阻尼器元件，以及三种基本的模型组成的任意复 

／s 

图 6 RC网络的福斯特 2型实现 

杂的广义的线性粘弹性模型 ，均可等效为如图 1所示的广义的 Voigt链 ．而 系统函数的一般 

形式如式 )所示。 

5 结 论 

本文的研究结果对于进一步研究广义的线性粘弹性模型的性质 ，无疑是十分有益的 尤 

其是 ，对于线性粘弹性介质的建模，可消去模型结构选择的盲从性 。由于广义的 Volt链的 

元件均为独立元件 。从而排除了冗余参数的辨识 在线性粘弹性波动的有限元分析中，广义 

的 Volgt链的概念 ，将使得滤波运算规范化。 
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