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A 

。 摘 要 对模糊随机有限元平衡方程诈入水平截集，得随机区问方程．将设方程中的刚 

度矩阵、载荷刮阵和节点位移刊阵在初始随机 向量的均值赴展开，利用区问数分解和小参 数 

摄动理论导出求解随机区间方程的递 归方程组．还稚导 了计算模糊随机位移、应变和应力统 

计特征 的计算公式。 
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ABSTRACT By k-level outset the fuzzy stochastic finite element equilibrium equations，a 

stoc hastic interval equations is obtained．Expanding the stiff ness matrix，displacement vector and 

loading vector existed  in the interval equations at the expectation value of the  inRial random vector， 

then using resolution of interval num bers and perturbation theory for sm all param eters，a set of re— 

cursive equationS for solving the stoc hastic interval equations is developed in th e present paper，The 

form ulas for calculating the statistica l characteristics of fuzzy stochastic nodal displacem ent and 

fuzzy stochastic element strain and stress are also devoloped for details in this article． 

KEYW ORDS fuzzy stoc hastic finite elem ent； resolution of interval num be rs； pe rturba tion 

th eory 

0 引 言 

在工程结构分析中往往有许多参数同时具有随机性 和模糊性，这时需要使用模糊随机 

有限元法。笔者研究了当结构材料特性 、几何特性 及载荷特性中的某些参数取值具有模糊 

性 ，而其概率为清晰值时结构响应的求法．用模糊分解定理 区间数的分 解方法和小参数摄 

动法推导了模糊随机有限元法的递归方程组，并给出了求节点位移、单元应变和应力数字特 

征的计算公式 。分析表明，模糊随机有限元法是随机有限元法“ 和模糊有限元法的推广。 
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1 模糊随机参数的数学描述 ·。 

由文献[2，3]．模糊随机参数的数学描述方法可概述如下： 

l_l 模糊随机变量 

模糊随机变量有多种定义，由Kwakernaak引入的模糊随机变量的定义为设 (0， ．P) 

为概率测度空间．模糊集值映射 ：D -． ’o( 一 fAj 是有界闭模糊数)弥为( )模糊随机变 

量 ，如果 

1)对 V ∈ (0．1]．x ( )，，Y (co)为(0 ．P)上的随机变量 ； 

2)对 V ∈ (O，1]．x (∞)． (c )∈ x (∞)． 

其 中 、 

x ((o)一 infx ((。)一 inf{x∈ Rlx(n】)(z)≥ ) 

x ( )一 supX ( ) =sup{x C-矗l x( )( )≥  ̂

EOo)是 x(∞)的 水平截集 } ( )(z)是 x( )的隶属函数。由该定义可知．若 x是 ( )艇糊 

随机变量 ，则对 V ∈ (O．1]，x (o))一 [x (∞)．x (。)]不仅是一个闭区间数．而 且是一个随 

机区间，即 X (甜)． (co)．都是(0． ，P)上的随机变量。 

对于向量 X一 (x(1)．．1·．x(“))为概率Y冽度空间(0， ．P)上的 维模糊随机向量的充 

要条件是每一个 x( )( 一 1，⋯ ．n)为(0， ．P)上的模糊随机变量。 

1．2 模糊概率特征 

与普通随机变量和随机向量的数字特征相对应，模糊随机变量和模糊随机 向量也可用 

其数字特征来描述。 

设 X是概率测度空间(0， ．P)上的模糊随机变量，如果 x在 0上关于 P可积．则 在 

。上的积分称为 X的数学期望．记作 

月c! 一 ：c Pcd 
可以证明 ， (x)仍是一有界闭模糊数，其 ^水平截集为 

对 V ∈ (0，1]． (x)一 (X )一 [F( )， ( )] (1) 

由模糊分解定理可知 ： 

(x)一 U 刈： (X )，g(X )] 

如果 X是(口． ，P)上的离散型模糊随机变量，并且 (x( )一A．)一 ．i— l，2，⋯． ．其中 

^∈ 。(R)，∑ 一1删 

月(x)一 A ∈ o( ) 

并且对V ∈(0，1]，B(x)一[∑ ，∑p,A ] 

对于概率空间(o， ．P)上的 维模糊随机向量，x(∞)一 (XO， )．．’·，x(n，。))．如果 
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每一个 x( ． )]．( 一 !．．．·． )都存在．则称( (x(1．。))，⋯ ，F(x。( ．∞)))为 X的数学期 

望，并记为 

F(x)一 [F( (1))．⋯， (X( ))] 

其 ^水平截集为 

(X)一 ( (X ))一 ( (X (1)．⋯ ，g(X ( ))) 

并且称 

K(j． )垒 F[(x(J)一 (x(』)))(x( )一 F(x( )))] 

为 的协方差 ， 阶矩阵 

称为 X的协方差矩阵．“． ， )的 水平截集计算公式为 
～  ～  

( (j． )) 一 (』． )= 

日(Ex ( ) ( ( ))．x ( )一 F( ( ))]· 

[ ( )一 ( ( ))，x ( )一 目(墨 ( ))]) 

2 摄动模糊随机有限元法基本列式 

2．1 模糊随机有限元平衡方程 

在工程结构有限元分析中，结构的响应取决于结构自身的组成参数和外部环境条件。当 

这些参数或条件中的某一些或全部具有模糊随机性时，结构响应也必然具有模糊随机性。作 

静力分析时，结构平衡方程为： 

[ ]{U}一 {P) (3) 

式中EKl是模糊随机剐度矩阵．其模糊随机性来 自于材料性能参数、结构几何参数和位移边 

界条件 ；{P)是模糊随机载荷向量；{U)是模糊随机位移向量 对方程(3)作 水̂平截集，得 ： 

[丝， ] 坦， ] )= { ． ) (d) 

如能从上式求出{ } 一 [ ， ．则根据模糊分解定理有 

{U)一 U {Ⅳ) (5) 

显然 。模糊随机有限元法的关键在于求解方程(1)． 

若结构的某一参数 z具有模糊随机性 ，意味着该参数的取值为慎糊数 ．相应的概率为清 

晰数。于是对该参数建立随机场模型后．其扰动量就可以用一个随机小参数 来表示．即 

Z — Z n c1+ ) 

其中 zo是一个模糊数，反映了 z的模糊眭；“是均值 为零的随机场 ．反映了 z的随机性 。Z的 

^水平截集为： 

l  2   ̈
“ ～ “ ～ “ ～ 

}  

2  2  2  
h ～ 

“ ～ “ ～ “ ～ 

^ ^ ^  

L  l  h 一 n 
⋯～⋯～ 三；一 

～ 
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z 一 [墨 ． ]一 l-z。 (1—L )一 。 (1+ )] (6) 

对随机场 “离散后． 可 化 为随机向量n．当有限元离散网格确定以后·刚度镇阵 ]、 

荷载列阵{．P)和位移列阵{ )的 水̂ 平截集在 的均值处作秦勒级数展开一并略去二阶 E 

项 ，有 ； 

[ 。 ] =[ 一∑ 4一{∑∑ i 焉， 

+∑K m+可1∑∑¨ ] 

f ． )i={P一-∑P『 +告∑∑ 4 ， 
。 ‘一  一  

7) 

对 +∑P『m+百1∑ ∑ ) 
～  

一 J 一 ‘。 】 J— l 

{型． )，一{Ⅳ +∑Ⅳ + 1∑ ∑ ， 

耐+∑ ， +专∑∑ qq) 

式中 是 向量中随机变量总数，下标 和 表示对 和 rJj求偏导数。 

2．2 区间方程组的解 

区间方程组的一般形式为 

[ ， ]{ ， )= {墨．百) (8) 

[ ， ]和{旦，百)为 已知区间阵，{ ， )为待求区间列阵。按照区间数的分解定理有 

[ ， ]一 ．+音[一1，1] - 

{B， )一 +fr一1，1] (9) 

{X， )一x +音[一l，1]x。 

式中 = [ + ]， = 朗 一 ]，余类推。将式 (9)代八方程(8)，展开过程中忽略以分配 

律代替区间数运算的亚分配率而引起的误差 ，再根据区间数分解的唯一性 ，方程组 (8)可化 

为如下的两个方程组 

X． = B 

( 十  一 巩 x 
u ㈨  

由第一个方程组求出 X 后再由第二个方程组可解出 X。，而方程(8)的解为 

{ ， ：x 一吉[一l，1]x- 
2，3 求位移的递归方程组 

将展开式(7)代入控制方程 (4)，该区间方程组同佯可以化为与式(1O)具有相同形式的 

两个方程组，暂时省略下标 ，它们分别为 
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c +喜c + _一丢耋宴c i一 j · 
{ + +∑ ( + )嘶+百1∑∑ (U + )d| )一 

⋯  ⋯ ⋯  

+  一一砉c + 1 
∑ + 1 

■ ● 

(Ⅳ F_) + 1∑ ∑( )∞ ，) 
I； ⋯ l 

)氆+告∑∑( — ) ]· 
⋯ 。 1 

)∞+ 1∑ ∑(q 4- ) ) 
‘一 ⋯  

将以上两方程展开 ，根据摄动法原理 ，便可得到如下的递归方程组 

[ + ]{ + F )一 {P 一 P ) 

[ + ]{U7+ )= {p-十 P }一 [Kr ]{u + ) 

Ki 4-K ]tl +U专)一 {P,7+ P0l一 【K + K ] 4-U ) 

[ + 门 { 4-Ⅳ [ i+ ]{ + 耐 

[ ]{u Ub-)一{P 一P ) 告[ 一 ]{ +U ) 

[ ]{Ⅳ U7)={P 一p-) 音[ 一K ]{UU一『『 ) 

{[ ]f + ) [盯]{盯 一酊) ‘儿 

[K ]{ i = {P Pi [ ．一 ]{ i+ u ) 

[ 一 i]{ 一 )一 [ ]{ + ” ) 

[K 一 K；-]{口 + )一 [ ]{F 一 )一 

[ ]fc 一 )[ ]{ 一 } 

i— = l一2．⋯ ，N 

由上述方程组可依次求出{ + ) 、{时 ) 、{” +U7) 、{̈ ～Ⅳ 』 和{ + ) 、 

{嘴 一 ) ，进而可分别求出{ )、{ )、{u7)、{u )、及{吩 )、{ )等量，这样就得到控制 

方程 (1)的解。 

k 
聪 

+ 

一 

．

∑ 

．

∑ 

]  

d 

．

∑ 

．

∑ 

u 
P 

一 

+u P  

(  

．

∑ 

．

∑ 

l 一2 

_l 

十． P  

(  

．

∑ 

+ 

O  P 

一 

P  

． 

￡  

，

∑ 

+ ．∑ 

_{ 

时 一 

时 
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当初始模糊随机参数 z不是平模糊数 时．在式(6)中取 一 1必有 z 一 ．从而也必 

有[ ] 一 [ ] 、{ 一 { } 、{型 一 f } ，此时方程组(11)与摄动随机有限元法求节点位移 

的递归方 程组： 是完全一致的。如 果随机 向量 为零向量 ，则 有 [̂-] 一 [ ] 、[ ] 一 

[ 1、{P} 一 {P } 、{P} 一 {对 、和 {U 一 {啊 ) 、{U) 一 {盯 ) ，于是方程组 (11)与基于 

模糊分解定理和区间数分解的结构模糊有限元平衡方程解法的结果相同 当同时取设防 

水平 一 1及 a为零得量时．方程组(11)退化为一般的有限元平衡方程。 

2，4 位移、应变和应力的统计特征 

由式(7)可得位移均值的 i截集为 

F ( )一 [耳( )． ( )]一 
1 ■ ■ 1 ■ ■ 

[ +告∑∑ F( q)， +寺∑∑ F( )] (1 2) 

在计算位移协方差时．仅取位移的一 阶近似式。由式(2)、(7)．位移向量的第 、 个分量 

间的协方差的 截集为 

Coy( ．1“I) = Ⅱ ( 一 F(霄+)， 一 (“+))· 

( 一 F(72-)． 一一 ( ))] 

记 

q一 (“ 一 ) r一 (̈ )̂ 

s一 (Ⅱ 一 ) t一 (“ 一 “ )̂ 

A—qs+(∑ ∑” ．“ F( )) 
、一  】一  

日一qt+(∑∑ F( )) 
L— l J— l 

f— s+(∑∑Ⅱ lJ 耳(m )) 
I— l 一 1 

D= t+(∑ ∑“ ． (哦 )) 

由区间数的乘法规则，得 

Coy(~t ，嘶) 一 [min{A，B，c．D}．max{A．B．c，D)] (13) 

，￡一 1，2，⋯， ， ，为结构自由度总数 

对任一单元 m，应变 的 水̂平截集为 

一 研 (1 4) 

分别将 e：、研 和 在随机向量 。的均值处展开，略去二阶以上项 

一 {!， )：一{eg一∑e +告∑∑e,Ta ， 
I一 1 。 l= l J 】 

e 十∑e 一告∑∑e知-0．) 
L l I一 1 ，一 l 

‘ ● ● 

研= ．-]：一、[蹄+∑BI-~s．+告∑∑ ， 

http://www.cqvip.com


重 庆大 学 学报 (自蜒丰斗学版 ) 996年 

酣+骞 +毒害害 m铂 
“ ={ ． ) 一[“ +∑ _-告∑∑“ ffI 

1一 L 1一  1 

+ 

将以上三式代入式(1d)．然后作区间数的分解·并忽略以分配律代替区l司数运算的亚分 律 

而引起的误差，便可求得 

{e ) ={耐 +音[耐+厢]{时+ )、 

{町) ={一耐 +寻[酣+月 ]}JJ +“ ) 

{e )：={丹 “ +酣“ +_}[时一矸]{“ +盯}+{[丹 +丹 ]{ 一 )) 

{ )：={一时 一B +寻["十 ]{“ +“ )+寻[耐+ ]{ + }) 

{ei) f矸“ +B n +B “j+耐时+寺[ 一珩]{“j+ i}+ 

寺[耐+ ]{ 一 )十寺[B +旷]{“ + )+ 

寺[ 十RT]I 一“ ) 
{ei 一3{e )T一 { + 月 “ 一 月 “0 R,T ) 

(15) 

于 是第 m单 元应在均 值的 ^截 集 为 

=  +{砉宴 c 

第 ★和 ￡单元的应变协方差矩阵 截集为 

Cov(e ．e ) 一 [( 一 ( )． 一 ( ))(( 一 ( )) ，(三一 ( )) )] 

应变取一阶近似 ，并记 

口(e)= {e — e ) (̂e)一 {e 一 嘶 ) 

s(e)= {e 一 )j TCe)一 {e 一 e 

(e)一口(e)s(e)-+-[∑ ∑ef e (峨 )] 
1一 J )-- 1 

(e)一口(e) (e)+[∑ ∑ef．e ( )]． 
⋯ 1 一 l 

(e)一 (e)s(e)-4-[∑ ∑e ．e 口( )] 

(1 6) 

d 

” ÷ 

． 

l 一2  

m ^ 

)  

时 

．

∑ 

．

∑ 

l 一2 

+ 

+蛊 
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D(P)= (P)7|(P)+[∑∑e ．e (∞“ ／1 J r 1 ) 
’ L J 】 I 

则 Coy(e*, )的第 m行 ¨列元素为 

Coy(B ．e。) ‘==Emin{ (B)⋯ B(el⋯ (P)⋯ (P) ．)．max{ (P)⋯ 丹(P)⋯ f(P)⋯ 力(P) ．}] 

(1 8) 

对任一单元 m，应 力 的 ^水平截集为 

一 D 日 (19) 

将 、D 、 在随机向量 的均值处展开 ，代入式(1_91便可求得 展开式中的全部 系数 其结 

果相当于在式(151中将 e换成 、B换成 D、“换成 e即可。于是可求得 

髓( )={ +百1∑∑ iF( )． +百1∑ ∑ 日(mq)) (201 
l一】 j-- l 1-】 j--l 

为求第 和 f单元应 力协方差矩阵，疑需在式 (1 7)各记号中将 e换为 ．从而 

Coy( ． ) = ~rnln{ ( ) ．． ( )m． ( )⋯ 力( )．．．)． 

max{A( )⋯ ／~(rr)⋯ C(a)⋯ O(o1 ．)_ (21) 

由式(12)、(13)，(16)、(18)、(2O)和(21)给 出的都是有关量的 截̂集。根据模糊分解定理 ，取 
一

系列 (O< ≤̂ 1)值计算 。便可得到位移、应变及应 力的均值和协方差．它们都是有界闭 

模糊数。 

3 结 语 

1)笔者提 出了结构材料特性 、几何特性及载荷特性中的某些参数取值具有模糊性而其 

概率为普通值时，求解结构分析有限元平衡方程的解法 ；推导了求节点位 移的递归方程组 ； 

给出了求位移、应变和应 力数字特征的计算公式。由这些公式可见，当有关参数不具有随机 

性 ．即随机向量 为零向量时．笔者所给出的位移、应变和应力计算公式与一般模糊有限元 

公式相吻合 ；若设防水平 仅̂取值 L，并且原始模糊随机参数为非平模糊随机数时 ，笔者所给 

出的公式与一般随机有限元摄动解法公式相吻合 

2)笔者所给算法易于程序化，算法的主要计算量在于求解递归方程组(11)．当 共̂取 n 

次值时，本文算法的计算量相当于一般随机有限元摄动解法的 2 倍．因此在宴际计算中应 

合理调整设防水平 ．以尽量减少计算工作量。 
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