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摘 要 设；( )≥0，；(r)一0(r．)当r呻+o。时；；( )一f)(r．)当 呻0+时， ≥0，l<p<N， 

+ —l< <堡 j ．m( )≥m>0，则R 中的拟线性方性一djv(It~l 一 m) 

+m(I 1)·lnI，一 =；( i)I I,-I· 在叭 一(R )中至少存在两个非平凡 
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一 0+’and thaI )≥ 0'l< < Ⅳ )≥m。> 0， +，一l<y< 巾 is 

proved that—div(I珊 加)+m(I z1)·Ï 一 一；(I 1)I“I一 · has atl~asttwo nontrlvlal 

radial solutions inⅣ (R )． 
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1 主要结果 

本文讨论 R (̂-≥ 3)中方程 
一 div(IDaI， m)+ m( )·川 口； ，(1￡1) ·“ 

在 (R )中非平凡解的存在性。 

对(1)作如下基本假设； 

l< < Ⅳ．m(r)， (r)∈ 睨 [0．-4-o。)，这里 ∈ (0，1){0≠ (r)≥ 0， 

一  且 a~／ O,b≥ 。 

l<  < _ 1+ 
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本文的主要结果是 

定理 l 在上述基本假设下．(1)在 T~'L-p(R )中至少有两个非平凡经向解 ( )，一 

(I 1))． 

推论 若p( )在[0，+co)上有界，则V ∈( —1． 一l+ 氅 】，方程(1) 
有一对非平凡解。 

自从 Brezis和 Nirenbcrg E 讨论了 R 中有界区域 口中的半线性方程 一 △“一 知 + 

f f尚 - ·“以来．有很多文献都讨论过这类半线性方程 ”。Gu~：da和 V'eronf53用[1]的方法 

结合Pohozaev恒等式及比较原理．朱熹平[。 用集中列紧原理讨论了 口中的拟线性方程 

div(1 I一一z／)u)一 I l 一2·“+，(z．“) 在 口中 (d) 

的非平凡解的存在性 ，其中 ，( ， )为低阶扰动】舜。 

本文的方程(1)和(d)有如下区剐：首先区域为全空间R ，其次增长阶数r+ I可以在包 

含临界指数 的一个开区间里变化．亦即 可以大于 ，只要(2)中 6> o， 

规定记号： 

B·一 { ∈ R {r— l l< )． E一 {Ⅱ∈ W 一(R )： ( )一 “(1 1)) 

E．一 {“∈ (B．)：̈( )一 “(I 1))，显然．E，E- 在 ll·ll rI-，范数下完备。 

_，( )一{』(1V”I +m(I I) 一)d ． (“)一 』，(I 1)·l“It+’ ，“∈E 
一 

“)一÷』(IV“I，+m(1 I)I I “)一 』 Ir+ “∈E- 
^ 

众所同知，J(“)在约束 r )一l下的非平凡临界点即对应于(1)的解，但由于全空间j 上 

的sobolev空间的嵌入没有紧性 ，这给用变分法直接讨论带来了困难。笔者拟先在 鼠 上讨论 

( )一 I时 ．，-( )的非平凡极小值点 的存在性 ，然后证明{％)有一子列 “ 的极限 “≠ 0 

为(I)的解。当然，表面上看．由于 + l可能超过 ，故 w6。，(&)也不能紧嵌入到 

(B·)．不过，我们将发现，当限制在径向函数类中讨论时，M。(“)关于 E-的弱拓扑是连续 

的(见引理 3)． 

2 几个引理 

引理 I 存在常数 c> 0．使得 V“∈ E，都有 

l“(r)l≤(1· ·IÏ l1 lIJ(一) (V r≥ 1) (5) 

l“(r)I≤ (1·r￡ · jll一 ) (V > 0) (6) 

证明 Berestycki和 Lions 对 p一 2证明了(5)，用完全类似的方法可以证明 p≠ 2时 
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(5)仍成立：即对n∈ (R )n E．令m-一 ．则导( · ≤P·( ·“)’一l· (“‘ ) 

≤ { ·“)一+[昙( ·”)]’)·其中利用了Young不等式，将上式在[o，r]积分·即可得 
(5)．下面证 明(6)，同样仅需对 ∈ (R )n E证 明。设 suppuc B ，则 V r∈ (O，』I，)有 

I 圳dr=』I · 下,~--1· dr 

≤( I㈤ 叫÷．{f ) 
≤ ．II II一．_l ·r (其中要用到 1< < N， ≤ 』I，)． # 

引理 2 ^ ∈ (E-．it )，』I，·∈ ’(E·，it)且 

肼(“)·一』 zI)1 I—1． · ， V ∈E- (7) 

证明 显然 ^ ∈ -(E．．R)．由(2)，(3)，(6)知 M。在 E-上有 明确定义。下面证 明 

(7)．V ， ∈ E．，V ≥ 0，有 

!— = 一J (1 1)l“I 一 · ·州z—J (1 zI，￡)d (8) 
其中 

c ， 一 c ·[ ! !!— ： !； ：；；— 一I c )l 一l· · ] 
= )·f_(r)[1H )+ f “)l 一 ·(H )+ (r))一 l )r ·H )] 

其中 0≤ f≤ ￡ 

故 lim~(I l，f)= 0 d ￡∈R 

而显然有 
I (r，f)l≤ · (r)· ·[ + ]， H， ∈E- 

故由(2)，(6)知 ，当 0< r≤ 1时 

I (r，c)l≤ C·r ⋯ (9) 

由(3)知 

+ 二 (r+ 1)+ N — l> 一 1 

故 

rl十 c⋯ ’∈ (B-) 

故由控制收敛定理知刚 ( ·￡)d —o，即(7)成立· 
下面证明 。∈ (B．it )，即若 (E)，则 ( )依(E．) 模收敛到 (Ho) 

显然若 依 E模收敛到 ‰．刚 ‰一 B．． 

于是 

P( )·( r ·‰一 - ·H)一 0 4． R 

假设 
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甄I j )．[ ’ 一 ⋯ ]d —c>o (101 
则存在于列 ．．∈ E-s．t． 

I J )‘[ 一 ’ ‘ c>o 
、 

故当 充分大有 ． 

专一。 {． -[1 _l“Dr ≤2c 

一

1 1 · · ．]d ≤ (儿) 

由{ ．}c E-有界，知其有子列(仍记为Oo．)嵌E-弱拓扑收敛到某个 ∈E-，0 ll ≤L于 

是(̈ )中被积函数 a． 收敛到 0，而(11)中被积函数同样有估计式(9)．故由控制收敛定理 

知 c一 0，因此假设(10)不成立．即 

丽
． 

p
． I I (r)．[ ’ ·p一 · =0 

⋯  I E-‘ 

这即是 ll (‰)一 ( )11 )-啼 0 (当 一+ 。。) # 

引理 3 J!I，-关于 B 的弱拓扑连续。 

证明 设{ )c B 弱收敛到 ∈ E-．刚显然 a一 收敛到 “，而 

1 r 

1J!I，-(‰)一肌(圳≤南 J，( )。 fr+l一 

对此被积函数同样有估计式(91．故由控制收敛定理知Jim IJ!I，。(||．)一J!I，。 )I= 0 # 

引理 d 设 > 0为任一给定常数m ∈E-．Vt∈N．且 II I1一 ≤ (Vt∈N)， 

满足 

啦l，·( (r)·I啦I“+卜一一 G0)dr> 0 V t∈ N (121 

则 j d> 0，3 J!I，> 0及{r·．}=：-使得 0< ≤ J!I，·且 m．( )≥ d> 0． 

证明 由 I1 11一 )≤ 及(5)知 I (r)1≤C·r (r≥1)，其中c与‰无关。于是 

由(21知| 。>0．当r≥J!I，．时有 ( )． I 一，≤ ． + + ，由(3)知 +L二 ( 

+ l— )< 0，故 3 J!I，2> 0．当 r≥ 胁 时 ·r一+ 【r+1 一 < 0，故当 ≥ J!I，：时有 

I 川 一·( (r)· Ir+ ～ G0)dr≤I r ，·( 一+ +I- 一 )dr≤0 
。 

(13) 

假设 V > 0．都 j置 ，当 ≥ K-时有 

)I≤ d V r∈ (0，J!I， ] (̈ ) 

一 

” 

[  

． 

≤ ，  ̂≤ 

。  

∈ 

了  
故 
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则由r+ l一 > 0及 ，(r)在[0，|!I，：]上有界，可取 d> 0充分小 ，使得 ( )· ¨一 tltl≤ 

0，V r∈ (0，M1]．于是当 ≥ K 时 ， 

Ⅳ 2 Ⅳ Z 

』 I．．( ) ．I．+1．一 ≤』 I ) ～ dr≤0(15) 

于是由(13)，(15)知，当I≥ max(Ml，K-)时有 

l一·(p(r)· 一一‰)dr≤ o 

与(12)矛盾I故假设(14)不成立 ，引理得证。 

3 定理证明 

记 m = inf{J。(Ⅱ)：“∈ E-，M (Ⅱ)= 1)， ∈ N．设 {‰}c E．满 足 M·(‰ )一 1，且 

⋯

limJ·( ·) m，则显然{ ·)c E-为有界集，故有子列 ． (E-)，则 (ui)≤ 以( ·．) 

一m，且由引理 3知 M．( )= r．故 ≠ 0达到 J．( )的下确界 m，故 了 ∈ 使得 

l#--2 · + m(I I)l ll蜥 ~v)dx 

l- 

一  I (IzI)I I'-I 。j'd ， v ∈E- (16) 
， 

^ 

取 一 即知 > 0． 

由 E．一 c E．知 m≤ m一 ．故 m≤ m(V ∈ N)，因此 }r'- c E为有界集，且由 

(r+1) 一(r+1) |!I，．( )一 I，(IzI)I I'~lax 
， 

珥1)I一十 m(1 I) l = ，·m (17) 

知 0< ≤ 一-≤ ， (VI∈ N)． 

将 在 E 外作零延拓．则由(16)知在分布意义下有 

一

div(I驰 Ir m-)+ 研(I I)·I毗Ir · 一 (I I)I I一 · 在 R 中 (1 8) 

于是由Guedda[ 的论证知V ≥ l，都存在 > 0及 ∈(O，1)s．t． 

． Il ll · ≤ (V ∈N) 

因此有子列依 ‘ (瓦)(V ∈(O， ))收敛到某个函效“∈ (鼠)．取 f为自然数，然后令 

一+oo，则由标准的对角线法则，知有子列(仍记为)m 在 R 中收敛到 ， ．在 R 中收敛 

到 ，且在任意有界集 上 ， “ 一致收敛到 u， 因此有 

Ⅱ· + m( )IⅡ Ⅱ· )dz 
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r J p(I zI)I I。。 “‘ ，V ∈E (19) 

其中 一̂lira-％，(由(17)式后的说明知lira 存在)。事实上，在(18)式的弱形式中取检验函数 

∈ En (R )，令 — co，即知(19)式对 ”∈Efl ( )成立 ，再由标准的稠密性论证 。 

即知(19)式成立 ，也即是在分布意义下 
一 div(IDⅡIr。Du)+ m(I I)·I口Ir · = · (I zI)I“I,--i·“ 在 R 中 (20) 

下面证 明 “≠ 0． 

由(17)知 

j{p(r) “一罢 dx>o 

而 一 ≤ 
． 

而 m≥ m。> 0 

故 p 小· 小+l一 一 >0 V ∈N 
于是由引理 4知 j d> 0，j M> 0及子列 )使得 

0< n
．
≤ M， ．(n．)I≥ d> 0 

于是由 m(r)在[O，J_l，]上一致收敛到 “知 ≠ 0，(否则 ，若 ； 0，则 

．∈[0_
max ‘ ’一 “‘ ’l= max

舢  
I≥ ， 

这与 一致收敛矛盾I) 

由 Ⅱ≠ 0，在(19)中令 ”=“即知 > 0，于是 一Lq：a／：5-,·“即是方程(1)的非平凡径向 

解。显然 一 ；也是(1)的解。至此定理证毕。 # 
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