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摘 要 利用 Ekeiand变分原理和 P．S．条件证明了一个 minimax定理，可以认为它是 

Manasevich定理的改进。 
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ABSTRACT A minimax theorem is proved by taking advantage of Ekelandt s variational 

principle and the P．S． condition．This"theorem can be regarded  as an improvement of the theorem 

due to M anasevich． 
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1 关于 Ekeland变分原理的基本结果 

Ekeland变分原理 被认为是近二十多年来非线性分析中最有力的工具之一 ，它已在非 

线性分析、凸分析、广义微积分、优化理论，不动点类理论、大范围分析等许多方面得到了应 

用。 

Ekeland变分原理是一条‘ 似极值存在定理 ”，它的最一般的陈述如下： 

定理 l(Ekeland变分原理[2]) 设 是完备距离空间，，： — R U {+。。)为下有界下 

半连续函数，且 ≠+ 。。，如果对于任意给定的 > 0，点 ∈ 满足 ； 

infF≤ F( )≤ infF+ e (1) 
r 

又设 >̂ 0，则存在某个点 ”∈V，使得 

F( )≤ ，(Ⅱ)。d( ．p)≤ 

V 05≠ ．，( )> ，( )一 (e／A)d(v， ) (2) 

本文主要要用到它的一个推论： 

定理 2 设，是 Banach空间V上的有下界的下半连续的Gateaux可微函数，且满足如下 

的 P．s．条件； 

对任何满足 F ( )一 0和 ，(‰)有界的{ )都存在聚点。 
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则存在 ∈ ，使 ( )一 ( )且 ( 一 。 

此定理的证明请参见E33． 

2 主要结果 

本文的目的就是利用 Ekeland变化原理的一个推论(即定理 2)将[1]中的定理加以改 

进。[1]中的结论陈述如下： 

定理 3[ 设 H是实 Hilbert空间，H= X0 Y，其中 X，Y是 H的两个闭子空间 ，，∈ 

Cz(Ⅳ，鼢 ，叉设存在两个不增连续函数 a：[0，。。)一 (0，。。)， ：E0，。。)_’(0，。。)，使 

I a(s)ds一。。 I (s)d。一。。 (3) J
l 

J

- 

V z∈ x， ∈ Y，V k∈ Y 

(D2，(z+ )t，t)≥ a(1I l1)lI kllj (d) 

V ∈ X． ∈ Y，V^∈ Y 

(D2，(z+ y)h，̂)≤一 (1l z )}1 (5) 

刚 

d)存在唯一的 ∈ H．使 V，( )一 0 

6)，( )一 maxmin．f(x+ )一 rainma (z+ ) 

笔者将把此定理改进如下： 

定理 4 设 H是实Hilbert空问．H—X0 Y，其中X，Y是目的两个正交闭子空间，，∈ 

C2(Ⅳ，R)．，有上界且满足P．S．条件 ．设有不增连续函数 ：E0，。。)_’(0，。。)，使 

I ( ) 一 。。 (6) 
J
- 

V ∈ x， ∈ y，V ∈ y 

(D2，( + y)k， )≥ d(Il lI)Il (7) 
且 

V ∈ Y，V l̂， ∈ X 

(V，( + )一 V，( + )， 一 )≤ 0 (8) 

则存在 ∈Ⅳ，使 V．fO· 、一 0．且 

，( )一 m
．∈i n．f( + )一 。掣 0+ ) 

为了证明此定理 ．要用到如下的两个命题 ： 

命韪 1 E‘ 设 Ⅳ为一实Hilbert空间． 是Ⅳ上的有界线性算子，设 

V ∈ H，(L ． )≥ d (9) 

其中 4为一正常数．则 L为 Ⅳ上的同构 ，且 L ≤ 4～． · 

命题 2[ 设 Ⅳ为一实 I-Iil~rt空间． ：Ⅳ_’Ⅳ为 映象。设 y：E0，。。)_’(0，。。)是连 
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续不增函数，满足： 

』 油一一 
( (y)z-．t)≥ y(1I )II V ∈ H，k∈ H 

则 是 微分同胚。 

定理 d的证明 

由(7)式．显然有：V ∈ ，，0+ )是 ，的凸泛函。 

由(8)式，显然有 ：V ∈ ，， + )是 的凹泛函。 

一，(￡． )一，(￡+ )是凹 一 凸鞍泛函 

d)对每一个 ￡∈ x，设 Y— R定义为 

( )一 ， + ) 于是 ∈ (y．R)，且对 ∈ Y 

(V ( )， )一 (V， + ，)，t) (10) 

由(7)式 

(D 9( ) ． )一 (．1，2，(￡+ )t．t)≥ d(f1 )忪 (11) 

于是由命题2，V 是 同肛(从y到 x)，因此 ．对每一 ∈ ，存在唯一的 ∈Y，使V“( ) 

一 0．定义 rp：X— y为雏一 (￡)，于是 V ( (￡))= 0，应要求 ∈ ( ， )，为此，设 P表 

到 y的正交投影，容易看出 

= 0) 当且仅当 PV， + )= 0 (12) 

定义 ：X× Y y为 

(￡， )一 PV ，(￡+ ) (13) 

那么 日是属于 C‘类的，且对任意一对满足 ( 。．yo)一 0的 马上得 = ( o)．令 表 

关于 的偏导数，设 k∈ Y，有 

( ．yo)k— P,9 ，( ，如)t (14) 

显然， ( ， ) Y一 是有界线性映象 ，从(7)式和 (̈ )式 

( ，( ，yo)k．z-)一 (．1，2，( +／~o)k，z-)≥ d(II如 lI)lI kll (16) 

对 V I∈Y．由命题 1，日，( )是y到y的同构，根据隐函数定理，存在一C-映象 ：矿一y， 

为 的某一邻域，使 ( ， ( ))=0对所有的 ∈ 又从(12)式知v ∈ ， ( )= ( )， 

由 的任意性知 ( )可定义在整个 x上。这样就得 ∈C一( ，1r)． 

令 ： — R定义为 

0)= ，0 + ( )) (16) 

由于 rp是 的，所以 也是 的，且按链锁法则有V^∈X． 

(V G( )，̂)= (V，0 + (￡))，̂ + )̂) (17) 

从(12)式 ，V ∈Y 。 

(V， + (￡))， )一 0 (18) 

既然 (￡)̂ ∈ Y．故得 t 

(V ( )，̂)； (V ，( + ( ))，̂) (19) 

又；V自m ∈ X，有 

1)一 0( 2)一 ，0 L+ rp(zL))一 ，( + (乩)) 

一 【，( L+ (￡I))一，( + 01))]+ [，( + ( 1))一，( + ( 2))] 
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≥ ( ，(zl+ ( ))，zl一 )+ ( ，(z：+ ( ))， (zJ)一 ( )) 

一 ( ，( l+ ( ))， l一 ) 

．

‘

． 由(19)式得： 

G(z1)一 G( )≥ ( G( )，zl一 ) (20) 

因此 G(z)一，(z+ (z))是 C-凹泛函。于是一o(z)是 凸泛函且有下界，当然是下半连续 

的 。 

要 G(z)满足 P．S．条件 ．这一点可证明如下； 

设序列 )满足 ( )一 0和{o(x．))有界 ，证 )有收敛的子列 。 

由{G(矗)}有界．即{，( + ( ))有界。 

由 ( )一 0．即 ll G ( )II— sup( ( )，̂)一 0(R— o。) 

‘ II ，(z·+ ( )11=
¨
嚣 ．．( ，( + (矗))，矗+‘) (̂∈x， ∈ 一，) 

一

I。 ．1
‘ ，( + ‘卫I))· ) 

一

_。 ．1
( ( · ；

I 
巴l( G( + (矗)， ) —’o。) 

． 

于是得 ，( + (zI))一 0．而{，( + ( )))有界，所以由，满足P．S．条件知存在扛． 

+ ( ))的子列{ + ( ))．使此子列收敛于某点 z0+ 即 

+ ( )—- + 0 

． —+  0 

这就证明了 o(z)满足 P．&条件 ，当然 一 G(z)亦满足P．s．条件。 

于是由定理 2知存在 z0∈ z，使 G(x0)= 0，即 V h∈X有( o(z0)，̂)一 ( ，(zo+ 

( 0))．̂)一 0． 

但由(18)知 V ∈ ，( ，(zo+ ( ))． )= 0 

．

‘

． V^∈ X．I∈ y有 。 

( ，( + ( )，̂ + I)= 0 

令 t··一z0+ (zo) 即得 ，( o)一 0． 

6)由[6]中的定理印得。 

，(‘ 0)一 m“ rniny(=+ )= rainmaxf(x+ ，) 
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