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摘 要 利用复模态的矩阵摄动理论，分析一般粘性阻尼系统的模态频率和复振型对 

结构质量、刚度及阻尼修改的灵敏度特性，从而阐明选择结构撮动修改方案和最灵敏位置的 

一 般原理，减小了复杂结构动态特性修改设计的计算量。通过对RDT-1试验台动态特性的 

摄动分析计算，获得满足试验台工作特别要求的动态特性的结构设计方案· 摸吞摇}动 

茎詈 篓塞 ’堡TH ll 1 枧棚娠功 私睦豫尼掌磊 中国图书赞料分类法分类号 3． 。 L卫-I ，u 
ABSTRACT The sensit／vity characteristics of the undamped natural@equencies and complex 

m0de shapes of vibration system with the 110／1一 proportional viSCoUS daroping with respect to 

structural mass，stiffness and dam rig modifications are an~Jyzed in this paper using the mattix 

perturbation of complex modes．Th e general principles for the selectivity of the design and the must 

sensitive ix~ ons of the structural perturbation medffteaaons are shown thereby． This is of 

importano~to a great computathmal sav gs in the dynamic characteristic improvement of larse or 

complex strtlctu~es．By the dynaPttic characteristic mnsitJvity analysis of a test device pe RDT一1， 

the optima[structural design for its especial requirement of dynamic characteristics is obtained easily 

and the principles presented in this paper Kre confirmed by the numerical results ot perturba~ion 

analysis+ 
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0 引 言 

在控制噪声、抑制振动和改善机器工作品质等许多情况下，都需要进行结构动态特性的 

重分析和改进，最有效的方法之一是进行模态灵敏度分析，寻求可行的结构修改方案。对于 
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无阻尼或近似无阻尼振动系统的结构修改问题，可以使用为大家所熟知的实模态灵敏度分 

析 ，但对一般粘性阻尼振动系统进行研究必须使用复模态理论，其灵敏度分析也必然是 

复模态灵敏度分析。而实际的机械系统大都存在较明显的阻尼，有时模态阻尼比甚至达0．6 

以上“]，其振动性质以及动态特性与结构参数之间的关系表现出明显不同于实模态情形的 

特征，因此，有必要研究复模态下的结构修改问题。 

考虑到现有灵敏度分析方法大都完全依赖于结构修改的数值计算，在选择结构修改方 

案时存在一定的盲目性，难免遗漏最佳修改部位，且具有计算量大的弱点。因此，笔者根据一 

般矩阵特征值问题的摄动分析理论，导出复模态增量与结构质量，刚度及阻尼元件摄动修改 

量之间显函数关系，以期揭示复模态下结构摄动修改的一般原理。笔者给出了一十试验台设 

计的应用实例，其数值计算结果恰验证所述原理。 

l 复模态摄动公式 

根据一般矩阵特征问题的摄动分析理论 ]，对 自由度粘性阻尼振动系统作结祠修 

改，使其质量、刚度和阻尼矩阵分别有微小增量AM，AK和dc，则系统的复频率和复振型亦 

产生微小增量 ^和dV／,，即 

^= ％ (臆AM — + dK)V．％,／a“ = 1，2，⋯，n (1) 

=  
．， + 磊．t+， ) ‘= 1，2，⋯ ，n (2) 

其中符号加上横线表示取复共轭(下文同)# ， “和 表示系统修改前的量， 称为初始复 

额率，‰由复振型加权正交性质确定的数，其值与复振型正规条件有关， “称为初始复振型， 

是 维向量#AM、AK和 c均为-×n维实矩阵#系数画．1由振型正规条件确定#其余系数 ．， 

(j≠ )为 

画·，= 西 ％(磕d 一 + ) “ (J≠ ) (3) 

式中J>t时，取 D，一 D ， = r．， 一aD，_。． 

为了使复模态摄动公式与实模态摄动公式统一起来，必须选择兼容实模态正则化条件 

的复振型正规条件。[7]未按此要求选择正规条件，结果没能完整地由复模态摄动公式导出 

实模态特例。其它一些文献则未涉及此问题。笔者选择复振型正规条件为 

{一 ) [ ]f一 )=m=一2k c ， 
其中M、c分别为系统的质量 阻尼矩阵，均是n× 对称阵， 正定，c正定或半正定。当c一 

0时，上式遇化为实振型的正则化条件。结构修改前后的系统振型都应满足上述正规条件。 

对修改后的系统有c= +4 ， = o+4 ， = +4 和 一̂‰+4̂，代人(4)式并利用 

复振型的加权正交性质可导出 

d．．．= + ％ (de一 2MAM)~“ (5) 

于是在(4)式的正规条件下，可将复模态摄动公式重写为 

九一一÷ 娜 ( 一 ．dc+AK) ． =l，2 ·n (6) 
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AT,一 州- +∑ f 

其中 表示第 阶韧始复振型对其自身改变量的贡献} 螂 表示第J阶初始复振型对第 

i阶复振型改变量的贡献。分别由以下两式给出 

。 一

{ + 雌cAC--2Ao~ ) ． 
+ 西 1= (臻 M

一  

． + ∞ 。。 (8) 

” 瓦 =j 5％(砧 一 + 

+ (磕 埘一h + ) 10 (j≠i) (9) 

从复模态的矩阵摄动公式显而易见， 自由度系统各结构元件修改对复模态增量的作 

用是披此线性迭加的，因此可分别讨论各结构元件单独修改对复模态的影响规律
，并不丧失 

一 般性。 

设仅在第r自由度上作质量修改Am,，则系统质量矩阵增量为 

AM = Am,u．u~ 

其中*：[o，⋯，o， 0，⋯，0]，。 

若记 一m ‘，记复振型 第r个分量 一I l e (其余分量作类似处理)
，代入 

 ̂一专觚蛳J‰ 
再代入(8)、(9)式得 

)=一{d“l‰ l ( + ( 。 ；)) 
一ztm,．I I I I I7a'a． la ̂．．̂ ·蕊 (嘶) ( ≠i) 

其中 I)、 ，)分别表示 ”、d 的第s(s=l，2，⋯， )个分量；函数 ( )定义为 

)一 ：竺!! 二：二竺 一cos( 一 一 ) ‘ 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

容易进一步由(1O)式导出模态频率 ．的变化量 
。 

‘

‰+ —l‰+ ̂ l 

=‰ f卜一 1 *f 
．f ～f 

厂— ———————————一  

．．． ‰ √ +寺 I nl‘一 “I‰I cos2 -1) 
注意 ％是微量，故有 

4m 一寺 ‰1 。I ccs2a,． (̈) 

类似地，若仅在第 p、口两自由度之间作内部连接剐度修改 
，或内部连接阻尼修改 

，亦可导出相应的复模态摄动公式分别为 
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d̂ =一 I 一一 l (15) 

d 一一 l 一 l cos2(a,,．一届) (16) 

d P=一 I 一 _I I “Ie (e Î’+ e，(̂ ?～一}】) (1 7) 

d 一一 I毕 ．一 ．1 l o --'／J,oll毕 Iej。 F(d ) (J≠‘) (18) 

d̂={ c月l 一 l (19) 
d札；{dc—I 一 I：cos(2d一一 ) (2o) 

毕 = I 一毕 I l l e， (e， ．一 一 +i函I_e ( ̂一 一号】) (21) 
d 一血 l 一毕 ll o 一 I l wle肿一 ．一-’嘶 (0 ，) (』≠ ) (22) 

式中d 、d 分别表示( 一 o )和( 一‰ )的相角。 

顺便指出，用上述摄动公式给出的复模态增量除以所用结构元件修改量，即得相应复模 

态灵敏度分折公式。显然，讨论上述复模态摄动公式的性质与讨论复模态灵敏度的性质是一 

致的 

2 复模态摄动性质 

2．1 实模态特例 

对无阻尼振动系统(d 一 。=0)，按复模态理论处理时，所得复频率必为纯虚数，即 

=j ．，d =jd 所得复振型必退化为实振型，即 “=_o ，故从(6)～(9)式可得模态频率 

和振塑摄动公式 

d咄=螂；(dJr—nI；‘ Ⅳ) “／2蛐 (23) 

1 1 _、 

批—一专吒d肼 · “+ 刍％( Jr一疏 Ⅳ) 。， (24) 
与实模态下导出的摄动公式“ 完全相同。类似地，亦可由各结构元件单独修改的复模态摄动 

公式直接导出相应的实模态摄动公式，此不赘述。可见，复模态灵敏度分析是包容实模态灵 

敏度分析的更一般理论。 

2．2 结构任改对模态额率的影响 

从(1O)、(15)和(19)式可见，作结构修改时不但引起复频率模的变化，也引起其相角的 

变化，正是复频率增量与初始复频率的这种矢量台成关系，使模态频率受结构修改影响的关 

系呈现出不同于实模态情形的复杂特征。 

2．2．1 影响趋势 

从(1d)式可见，当cos2~>0时，增加质量使模态频率降低，减小质量使模态频率升高； 

当cos2a~<：0时．增加质量反而使模态频率升高，减小质量使模态频率降低。由于 表示修 

改质量处某阶初始复振型分量的相角，所 这里所述关系说明模态频率受质量修改影响的 

变化趋势与所选择的修改位置有关，同样是增加结构质量，但选择不同修改部位，对不同阶 

次模态频率的影响趋势可能截然相反。 

对(16)和(20)式亦可作类似讨论，同样得到相似的多样性影响趋势，但注意决定变化趋 
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势的判断条件稍有不同，对于刚度修改为cos2( 一且)是正或负，对于阻尼修改为c∞ 

(2a一一肛)是正或负，即这两者还与复频率的相角有关。 

当振动系统无阻尼或接近无阻尼时，且一 ，2 一O或2n，2 一0或 2n，因此恒有 

cos2a~。一l，cos2(a ．一且)一一l，即得到与实模态情形一致的单一影响趋势：不论选择什么修 

改部位，增加质量或减小副度使模态频率降低，反之使模态频率升高。不难看出，复模态下结 

构修改对模态频率影响趋势的规律是包含了实模态情形的一般规律。 

顺便指出，实际应用和大量数值模拟表明，在多数情况下，复模态下结构修改对模态频 

率的影响趋势与实模态情况是一致的，但当模态阻尼比大于0．d时，容易遇到影响趋势恰与 

实模态情形相反的情况，在复模态结构修改时应予持别注意。 

2．2．2 影响显著性 

从(1 4)式(从(16)和(2O)式)可见，当选择质量(刚度或阻尼)修改部位使lTo,．1一O(使l 

To 一 l—O)，叩恰位于某阶初始复振型的节点(两个分量接近相等的两个自由度之间) 

时，有d“一O，即该阶模态频率几乎不发生变化；反之，若修改部位恰位于腹部(两个分量相 

差很大的两自由度之间)时，则该阶模态频率会随结构质量(刚度或阻尼)修改发生显著变 

化。 

从(1 d)、(16)和(20)式易知，模态频率增量与初始模态频率在质量修改时成正比，在刚 

度修改时成反比，在阻尼修改时不相关，因此，修改质量对高阶频率的影响及修改刚度对低 

阶频率的影响一般都较显著，为此常将结构动态特性的低频段称为刚度控制区，高频段称为 

质量控制区。 

以上两点显著性影响规律与实模态下的结论是一致的，但在复模态下结柯修改对模态 

频率影响的显著性还与修改部位的复振型分量的相角、复频率的相角等有关。从(1d)式可 

见，当cos2a,．一0时，d“一o，即在质量修改部位的某阶初始复振型分量的相角*．趋于士{或 
1 

士{时，刚该阶模态频率几乎不随质量修改而变化．从(16)或(2o)式知，当coS2(a,~--且)一 

0或cos(2a~--肛)一O时，d“一0，即在刚度修改和阻尼修改时，亦可遇到因修改部位复振型 

相角恰满足一定关系而使模态频率不敏感。 

2．3 结构修改对复振型的影响 

从(̈ )、(12)、(17)、(18)、(21)和(22)式可见，作结柯修改时，各阶初始复振型对某阶复 

振型改变量的贡献，在相位上彼此一般不相同，与该阶初始复振型相应分量的相位一般也不 

相同，因此，各阶贡献量与初始复振型相应分量的迭加也是矢量迭加，从而使复振型受结柯 

修改影响的变化规律表现出比实模态下更复杂的特征。 

2．3．1 影响超势 

从(11)式可见，修改质量时第 阶初始复振型对其自身变化量的贡献趋势与( + 

1 ， ．、 

L_ l i-z i J)的相角有关，当振动系统无阻尼或接近无阻尼时，因 一 ，2％和2aw均 
⋯ ⋯  ‘  

趋于零或2 ，故恒有该相角趋于零，即得与实模态情形一致的单一影响趋势：不论修改部位 

怎样选择，增加质量，初始复振型对其自身变化量的贡献使其各分量在模的意义上趋于减 

小；反之，使其各分量在模的意义上趋于增大 而振动系统在一般阻尼情况下，该相角取值与 

修改部位的复振型分量的相角、被影响部位的复振型分量的相角以及复频率的相角有关，可 

http://www.cqvip.com


6 重鹿大学学报 (自然科学版) lgg7车 

能取任何值，敞选择不同质量修改部位，初始复振型对其自身变化量的贡献趋势可能截然相 

反，且同一阶复振型的各分量的贡献趋势也彼此不同，甚至截然相反。 

对其它复振型摄动公式亦可作类似讨论，将得到相似的多样性影响趋势，只不过决定变 

化趋势的判断条件各不相同，在此从略。 

2．3．2 影响显著性 

从(11)、(12)式(从(17)、(18)和(21)、(22)式)可见，当选择质量(刚度或阻尼)修改部 

位，使I I一0或i ，I一0(使i 一 i一0或i 一％，I—O)，即恰位于某阶初始振型的 

节点(两个分量接近相等的两自由度之问)时，则有d甜一0，d哪 一0，即该阶复振型几乎不 

随质量(刚度或阻尼)修改而发生变化，该阶初始复振型对其它阶复振型变化量也几乎没有 

贡献}反之，若修改部位恰位于复振型的腹部(两个分量相差很大的两自由度之间)时，则该 

阶复振型一般会因结构质量(刚度或阻尼)修改而发生较显著的变化，该阶初始复振型对其 

它阶复振型变化量的贡献一般也较显著。 

从(11)、(17)和(21)式可见，第i阶初始复振型对其自身改变量的贡献，在修改质量时 

与其阶次高低无关{在修改刚度时与磕成反比，即随阶次增高而迅速减小，直至可以忽略} 

在修改阻尼时与‰成反比，即阶次越高，其贡献越小，直至可以忽略。 

从(13)式可见，当阶次 、j较接近时， ( )在模的意义上一般会较大，而阶次相距很远 

时， “)在模的意义上一般会较小，当j》i时，g( )一一 生 三— {当i》 时，g(z)一 
删  

云暑羔 i ．故容易从(12)、(1。)和(22)式知，作结梅修改时，只有阶次接近的几阶 
初始复振型才披此对复振型变化量有较大贡献{当j》 时，d嘴 一O，即不论作质量修改、剐 

度修改还是阻尼修改，阶次越高的初始复振型对低阶复振型变化量的贡献越小，直至可忽略 

不计；当f》J时若作刚度修改，d 一O，即低阶初始复振型对越高阶复振型的改变量的贡 

献越小，直至可忽略不计；当i》 时，若作阻尼修改，d时 下降但不趋于零，即低阶初始复振 

型对越高阶复振型的改变量的贡献越小，但不可忽略；当i>j时，若作质量修改，低阶初始 

复振型对较高阶复振型改变量的贡献一般较小，但当阶次相距足够远时，低阶对更高阶变化 

量的贡献反而有增大的趋势。 

3 在RDT-1试验台设计中的应用 

RDT一1是用于发动机曲轴扭振减振器设计研 

究和生产检测的专门动态试验台，可简化成附图所 

示扭振系统。其中 、，，分别是被试减振器的扭振阻 

尼系数和惯性环转动惯量；毛、b和 、， 分别是 

试验台相应结构的等效扭转刚度和转动惯量，惯量 

， 中包含被试减振器壳体的转动惯量 、 和 分 附图 RDT．1试验台扭振模型 

别为试验台扭振系统各部分的边界约束阻尼系数。 

根据扭振阻尼的共振测量原理 ，在试验中给试验台整个扭振轴系提供一足够高的基础转 

速，同时对，。施加交变激励力矩，通过测量，s的一阶共振振幅来估计减振器阻尼系数。。这 

种工作原理对RDT一1试验台的扭振动态特性提出以下特别要求；一阶共振频率大小适当， 
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以便结构实现激振和调节；一阶振型在，a处分量最大，在， 处分量较大，以便获得较高信噪 

比的测量信号；一阶振型在，s、，．处的两个分量应相差显著，以便一阶共振响应对减振器阻 

尼变化有较高的灵敏度；高阶共振频率应远大于一阶共振频率，以减小对一阶共振的影响。 

表 1 RDq'-I试验台扭振复模态 

表 2 改进方案RDT一1试验台结构变化的复模态参数摄动解 
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根据上述扭振动态特性要求、试验台激振原理和强度要求’，初步选择设计方案，其扭 

振动态特性如表1所示(非振动模态表中未列出)，显然，主要在一阶振型上尚未完全满足设 

计要求，即，。处的一阶振型分量在模的意义上较小。按照本文所述复模态摄动性质，分析初 

步设计方案的两阶扭振模态，不难得知，若减小 增大，z转动惯量可使一阶振型朝设计要 

求的方向变化。于是按此方式改进设计方案，得到新方案试验台的两阶扭振模态亦列入表l 

中，可见它完全满足前述RDT一1试验台动态特性的各项设计要求。试验台制成后，在对比试 

验和实际应用测得的动态特性和固有频率也与上述结论一致。 

为了评价改进方案设计的试验台动态特性随结构修改变化的特点，对试验台主要结构 

参数作3 ～9 的微量摄动修改，计算结果列于表2和表3中。 

表 3 改进方案RDT-1试验台结构变化的复振型舞动解 

· RDT-I试验台设计计算说明书)，重庆大学汽车工程系．1 994．2 
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从表中可见，修改， 显著改变试验台的一阶共振频率和振幅，而几乎不影响二阶共振 

频率和振幅；修改， 对一阶共振频率和振幅的影响不及修改， 时显著，但对二阶共振频率 

和振幅和影响却较显著。因此，若试验台需设置配重环调节共振振幅时，应选择在，s处。 

由表l可见，，s恰处于改进方案试验台的一阶振型的最大模分量处(振型腹部)，处于二 

阶振型的模接近于零的分量处(振型节点区域)} 处于一阶振型的较小模的分量处，但远离 

节点，处于二阶振型的模较大的分量处。因此，从上文所述的质量修改对复模态影响的显著 

性规律知，修改，，显著影响一阶模态，几乎不影响二阶模态，修改， 对一、二阶模态均有一 

定程度的影响。与由表2和表3的数值结果给出的结论比较，显然两者是相同的。 

类似地，亦可详细讨论其它结构参数修改对试验台动态特性的影响，总之可见，表中所 

列数值结果，恰与复模态摄动的理论分析结果吻合。 

4 结 论 

本文通过将复模态摄动量表示为振动结构基本元件，即质量、刚度和阻尼修改量的函 

数，详细探讨结构修改量对模态频率和复振型的影响规律。实际上揭示了振动系统结构动态 

修改的一般原理。运用这一原理可以有效地进行系统动态特性改进设计，文中仅给出了一个 

简单的应用实例，实际上运用这一原理的主要意义在于避免结构试探性修改的盲目性一可以 

大量缩减对大型复杂系统的设计计算时间。 

通过对复模态摄动性质的讨论可见，复模态灵敏度分析理论是包容实模态灵敏度分析 

的更一般理论，后者仅是前者的一个特例，与实模态情形相比，复模态随结构修改的变化呈 

现出更复杂的规律。结构修改对模态频率和复振型的影响不但显著性与修改部位有关，而且 

影响趋势也与修改部位有关，在复模态下增加结构质量或减小结构刚度，有可能反而使模态 

频率增加，因此应引起特别重视。 
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