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饱和多孔弹性材料中加速度波的传播 

．型卣 严 照墨成! pj} 7、 
(①重黻 学工程力学系，重庆，400044 @中国工程物理研究院I第一作者35岁，男，教授) 

摘 要 讨论多孔介质中加速度波的传播问题。采用Bowen的模型描述由线弹性可压 

缩固体骨架和可压缩流体组成的饱和多孔介质，并且本文将孔隙度的演化修正为与固体和 

流体速度的傲度相关联。然后用改进的控制场方程研究两相多孔介质中加速度波的传播，结 

果表明在该种介质中存在两种加速度波。最后考察了均匀弱问断情况下加速度波的波幅演 

化规律。 
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0 引 言 

埠 

多孔材料中弱间断波的传播问题，笔者巳在文[1，2]中作过讨论。一方面，根据Bowen 

＼ 的模型r 和de Boer的工作[ ，已经得到这样一个结果：在不可压饱和多孔介质中，仅有一个 

纵波和一个横渡传播。另一方面，实验表明叫，在可压缩两相多孔介质中存在两个纵波和一 

个剪切波。本文将进一步利用Bowea的可压缩模型[6：讨论可压缩多孔介质中加速度波的传 

播问题。 

首先，简要介绍控制场方程，即]3owea模型的线性化描述。为了确保模型的封闭性， 

Bowen假设了一个孔隙度的演化方程。笔者认为，该演化方程应将孔隙度的变化与两相速度 

的散度相联系而不是与两相位移的散度相联系，为此对孔隙度的演化方程进行了修正。下面 

将看到，在多孔介质中有两种加速度波，即两个纵波(双波结构)和一个剪切波。并且我们考 

察了加速度波的波幅的演化规律，为此作了一个基本假设，即波幅沿着波阵面的切向方向保 

持不变。决定两个纵波波幅的控制方程组的求解是一个有待解决的数学问题，而剪切波波幅 

变化的显式巳得到，该表达式表明剪切波波幅变化依赖于波阵面的初始几何形状和两相间 

的扩散效应。 

1 控制方程 

本节首先简介Bowen的多孔介质线性化模型，然后给出修正后的孔隙度演化方程。关 
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于Bowen模型的详细介绍参见[6]． 

考虑由一弹性可压固体相和一可压流体相组成的均匀多孔介质，其中流体(气、液)可 

在固相构成的可变形骨架中流动。选取固体骨架的未变形状态为参考构形，则场变量由流体 

密度户F，固体的位移 和流体位移 以及孔隙度 (流体的体积分数)来描述。由于固体密 

度Ps取常数，而固体骨架的体积分数 总可以由饱和条件( + =1)确定，故在Bowen模 

型中两者均不看作独立变量。在此忽略温度的影响。 

线性化场方程包括流体的质量守恒方程，固体和流体的动量守恒方程，即： 

等+ diV警一0 (1) 

P旱雩 一( + )gradd|v + v grach。 

+物d幽 r+晒 +#(警一等) (2) 

等 =)Ygrad diV +as,m-~ddivu。 

+／'*'m-adrr~一 ( 一 ) ㈣ 
式中戽 和 是流体和固体为静止状态的密度， ， ， ， 和 是在静止状态下测得的多 

孔材料的常数，̂ 为耦和运动系数， 为扩散系数。grad和div分别表示对固体质点在参考构 

形中的位置x的梯度和散度。 

由式(1)～(3)可见共有4个未知场变量而只有3个场方程，为使问题有确定解，需要一 

个附加方程，诙方程与孔隙度有关。Bowen曾经假设孔隙度的演化服从一个率型本构方程， 

然而他提出的方程会导致孔隙度变化(ad'／m)和质量密度变化(aP ／神 之间的矛盾。后面将 

对此作进一步讨论。 

Wilmamki提出了孔隙度的另一种演化规律州，认为孔隙度满足一平衡方程。由于孔隙 

度的变化与流体速度的散度具有相同的量纲，因此我们认为孔隙度的变化应与两相速度的 

散度有关．而不是如酌 n模型认为的与两相位移的散度有关。于是孔隙度的率型表达式修 

正为 

a t?
— 一 F̂(( 一再)+ div + 也v ) (4) 

这里本为静止状态时的孔隙度，AF和 是多孔材料的参数。方程(1)～(4)表明，弹性固体 

和流体构成的多孔材料的线性化模型具有9个材料常数，这些常数的确定巳由Bowen在文 

献[6]中作了介绍。 

2 加速度波的传播条件 

多孔材料中波传播的基本类型可通过考察加速度波的传播条件予以确定。这里先介绍 

运动曲面的几何和相容条件，可参见[8]． 

三维欧几里德空间中一族单参数运动曲面 (￡)由下式给出： 
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X — X( ，})， 口一 1，2 (5) 

此处 是超曲面 (})的曲线坐标，t表示某一时刻·x是正交直角坐标系中的坐标。 

对于有向曲面 (f)，切向向量为： 

x．-一 ‘6) 

这里x．。为该曲面上的协变基矢量，相应的逆变基矢量由x：表示．曲面的第一基本型则为； 

口 一 X__·X，p (7) 

曲面的第二基本型的分量满足： 
6_日一 ·X．。B— ．。·X．P (8) 

是曲面 (})的单位法向矢量。曲面的平均曲率n和Gau$(总)曲率置是第二基本型 的 

第一和第二不变量，分别为： 

0一号 一号巩 (9) 
置 一 1 tf 。

一 号 (1o) 

下面我们的讨论限于这样的问题，即曲面前沿区域初始时处于静止·即参考状态为无应力状 

态。在此情况下曲面的传播速度为： 

U一日． ． =等( ，}) (11) 

对于曲面上任一与时间相关的场变量 ( 1)，引人位移导数： 

粤一萼+Un．grad~o (12) ＆ 。 

方程(12)定义为沿曲面法向轨迹的时间导数 下面给出一个有用的关系式： 

= 一  x： (13) 

这个表达式将单位法向矢量目的位移导数与曲面(即波阵面)的传播速度联系起来· 

下面给m--阶相容条件．引人下列记号； 
· A一 [们 ， B一 [ ad · ， 

c一 d grad ．一0一， _[警] (14) 
这里[⋯]表示通过奇异曲面的间断，̂ 0 表示单位法向矢量^的并矢。那么相容的几何条 

件为； 

[gradp]一凸l+ 口 4。x，p (15) 

Em-~d gra如]一0l0 日+ ( -+a 以∞ 0x，p 

+x． 0 )+ (̂ 一目 )x． 0 x． (16) 

而相窑的运动学条件为： 

[警]—一UB+ (1 ) 
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[警]一{bU-- 一 B̂ u +百3A' 

[ 等]一{一w+箬+ 卜-4-,~A 

(18) 

(19) 

现在讨论加速度波的传播条件。根据定义，当下列量从两个方向向一光滑曲面接近时， 

下述间断条件自动满足[“2]： 

]一0， [-U F]_o' [等]_o' [警]～ ㈣ 
]一 0， [-f]一 0 

考虑穿过曲面 (f)时的质量平衡方程(1)和修正后的孔隙度演化方程(4)，借助于运动 

相容条件(1 7)和(19)式，分别用流体质量密度、孔隙度变化以及固体和流体速度的散度代 

换(14)中的P，即可得到间断量： 

[警]一一Uy 

[譬]=一 

[出v等]一一 s· 警]=一 

(21) 

(22) 

(23) 

这里 和 是流体密度梯度和孔隙度梯度的间断强度， 和 分别为固体和流体中加速度波 

的波幅 。， 

在曲面的两侧对方程(1)和(4)取极限并利用(21)～ (23)，同时忆及(20)，可得到穿过 

曲面时这两个方程的间断条件满足： 
一 一 薜 · (24) 

一 一 AF(Fs ·n+ · ) (25) 

式(24)和(25)表明间断强度y和 由加速度波的波幅确定。它们可视为由加速度波引起的 

流体密度梯度和孔隙度梯度的扰动。此外，(24)和(25)式也部分地证实了孔隙度演化表达 

式(4)。否则，可能得出一个错误的结论，即通过曲面时流体的密度梯度存在间断而孔隙度梯 

度却无间断。 

接下来继续考察运动方程(2)和(3)．为此，还需要其它几个量通过曲面时的间断条件。 

借助于式(14)～ (16)和(18)，可得到如下结果； 

[ ad ]一 (26) 

[ ]一 ， [ ]一 

[gradgradu ]一口。0 0 n (28) 

忆及(20)和(25)式，将(26)～(28)式代人通过奇异曲面即波阵面时方程(2)和(3)的间断 
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彤 式 ，有 t 

陴 。一 。·nn+却 。+mF·nn 

薜 =m · + · 

记： 

。一 + ， =  ̂+ 一 

6 一 

=  ～  

也可将方程组(29)，(3o)写成矩阵形式。 

{{：j 。一+{ ：)，——【 ) ，)(：：)=：。 

(29) 

(3O) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

那么波的传播条件目口是一个特征值问题 波幅as和口F即为声张量： 

(?： + ：)， 
的特征向量，其对应于8个传播速度的实平方，即8个特征值。如果这些特征值大于零，则U 

为实数，曲面将传播。若选择单位矢量 垂直于曲面的法向单位矢量n，波幅可写成： 

。=嘲 +咀 ， 口 一矿·n， 畦一口s· ． n． =0 
一 小 +哇 ， ：= ·n， ai一 F· ， ．P=0 

(36) 

(37) 

如 果波幅在曲面的法向n方向上，则得到纵波，反之，如果波幅在方向r上，即得到横渡 L 

波的波幅用 和《表示，而剪切波的波幅则记作咀 和咀．将(36)，(37)式代人(34)有； 

：l一(言三) )(：)=。 ’ css 

o)_{言 一。 ㈣ 
显然，波幅有非零解的必要条件是下列行列式为零： 

． 

一

庳 1 de I 
c 6一库 J 。 (4o) 

【 o ～薜 』 0 (41) 
从(4o)和(41)可以得到，加速度波的传播速度仅取决于材料特性和各相问的耦合运 

动，而扩散效应不影响波的传播速度。从条件(4o)得到多孔介质中的两个传播速度，这意味 

着存在两个纵波，分别称为P-波和 波，即： 

对 波： 
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(42) 

对 波： 

=  监  亟  卫 匦 (43) 

这里材料常数应该满足条件： 

西 一 一≥ 0 (“) 

在(43)式中．如果取曲一f2—0，则Pz波的传播速度 为零，这意昧着此时固体骨架中仅有 
一 个纵波。 

传播条件(41)式决定多孔材料中横波的传播速度，即有如下形式 

对 S波 

明一簧 (明一0) (45) 
该结果表明固体骨架中仅有一个横波．称之为s波 

由于 3个波的传播速度仅取决于多孔材料的物理和力学性能，从(13)式可知这些波在 

传播过程中波形保持不变。方程~1i(34)的船只能决定波幅矢量的方向，而不能确定其大小。 

3 波幅的演化规律 

现在讨论加速厦救的波幅的硬化方崔·将运莉万崔(z)褂 ‘3)对时I可求导 ，开 亏慝硬化 

方程(4)，有： 

礴 一 幽 + 

+ d div 一 gra 

+ f 一 ) c㈣ 

一  d div等+cgrad dlv 
一  一  ( 一等) 

利用相容条件(16)、(18)以及传播速度为常数这一事实，得到下列导数的间断表达式： 

[ ]= +z ， [ ]一 ，+z cts 

[grad grad警]一cs。一。 一u(4 。 。一 ： 
+。 ⑧ ：⑧ + 。0 ⑧ ‘ 。) 

[grad 等]= 。 ④一一 。 。 
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+口 0 ：0 H)+ua 0 ：0 (5O) 

这里引人： 

一 [胛d肼d等] 0 n， c，一[grad鲫d警] 。 (51) 
作为未知量。 

现在取方程(46)，(47)通过曲面时的间断形式，并将(48)～ (5O)代人其中，得到： 

辟 b=cs+ 2辟 ：a · 一 a 口 · ：+ 口s_． ) 

+ 口lUas· ： + + L 。口。 

+ ∞ ·nn—c酞口F．·nX：+口 · ) 

+cUaF· ： ～ rB(一 s· 
一  ． l n+ ( 一口 ) (52) 一 ’ J 十乳严【 一 】 (5 

c + 2Y+ = ．nH—bU(口F．．̂ ：+口 ． ) 

+ 胁  · ： + fcF·n 

一 c【，(口s|．· ：+ 口 · ) 

+cUa。 ‰～AFrB(_ n 
—  小!一 ( 一 (53) 一— ’ J 一} ( 一矿) (53) 

这里利用了关系 ]： 

H · ：= 0 (54) 

为了研究波幅的性质，忽略波幅对其在波阵面上位置的依赖关系，即考虑所谓的均匀 

弱间断情况。此时波幅的大小沿着波阵面切向方向保持为常数： 

=0 口：．。：0 畦．．=0 (55) 

这时波幅值对曲线坐标的协变微分就等于其偏微分。由上面的假设及关系(8)和(54)，用单 

位法向量n乘以方程(52)，(53)的两边，经整理得： 

2戽 誓=厶 +肘 +( 一辟 ) ．̂+cc ． (56) 
2Y+ 一肘碚+岛《+ (b- 己P)c，． +fcs．n (57) 

这里 

厶 = 口 + 一 (58) 

岛 = 帆 + ～ (59) 

M = 册 _+ + (6O) 

波 幅的控制方程(56)，(57)可政写成。 ． 
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式中u表示 P-波和 波的波速，从(4O)式可知上式中两个未知量 c 和cF的系数组成的矩 

阵的行列式为零。如何求解该常微分方程是一个有待解决的问题。 

类似地，用单位矢量 分别乘以方程(52)，(53)的两边，同时利用假设条件(55)和传播 

条件(41)，立即可得： 

警一 咀 (62) 扯 2辟 
这里利用了关系口]： 

· I口= 碾口· ．日 (63) 

根据位移导数的定义(12)，引入下列替换关系： 

去一 · + 去)=u (64) 

即在曲面 (￡)法向上的全导数用d／dr表示，r为波阵面从初始位疑到当前位置的距离。曲面 

在某一位置处的曲率为t 

n( 一 -- [<or (6
5) 

这里 和蜀 分别为初始平均曲率和初始总曲率。因此由(64)及(65)，(62)的积分结果为： 

咀 (r)一咀 (O)(1— 2 r+Kor )一~exp(一Nr) (66) 

式中d (O)是固体中横渡波幅的初值，系数Ⅳ为： 
二 

N一病 (67) 
横渡的波幅决定于波前的初始几何特性和两相问的扩散效应 特别地，在非耗散的情况下， 

则波幅取决于波前的初始几何形状，此时横波的波幅演化蜕化为经典结果。 

4 结束语 

本文采用Box~en提出的两相可压缩线弹性多孔介质模型描述饱和多孔材料。将孔隙度 

的率型表达式修正为对固体和流体速度的散度的依赣而非对两相位移的散度的依赖，并通 

过考察传播条件对此进行了论证。 

该模型预见了两类加速度波，其传播速度由材料常数确定而与扩散效应无关。在均匀弱 

间断的情况下，两个纵波的波幅由微分方程(61)确定，如前所述该方程的求解是一个有待解 

决的数学问题。剪切波波幅的显式表明了其对波前初始几何特性和扩散效应的依赖性，而扩 

散效应导致了波幅的衰减。 

Bow,m线性化模型有 9个材料常数。为了达到实际应用的目的，需进一步阐明材料常数 

)  

1  

一 

6  

醇 

一 

口 

+ 

厶 Ⅳ 

一 

盟出 

O P+ 印 

醇 O 

2  
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的确定方法。对方程(61)所描述的数学问题的物理特征的研究非常必要，对此我们将另文进 

行讨论。 
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( parnneⅡt of E nee血 M_eeban／~，Q ng unive ty) 

ABSTRACr Inthisworkthe propagation 0f accelerationW~．vein porousmedia isinvestigat- 

ed．The basicformulation of nowell smodalis adopted协 describethe saturatedpelxz~m日d c唧 ． 

p0sed of a linear elastic eompre~hh skeleton and a eomp~ ble fluid． In particular，the p∞ 

changeism~difiedto associatewithdivergence of veIoci esofthe solid andthefluid豫tber如anthe 

divemc~e of dispheements as Bowen s mode1．Th modified governing field equad0ns are d蟹n 

used协 studythepropagation condition of acceleraionw~
．veintwo--~ t por0us rna 耐a1s．It 

ls shownthattwotypes of accelerationwaves Br@realizablein Ill~ a
． Finally，inthe∞ 0f 

homogeneousweakdiscontinuity，the evoluder~ofthe amplitudes of accelerationwaveis allalv砒  

KEYWOI~ S porout；med【 ；acceleration w"dve；Ix)forty evolution 

http://www.cqvip.com

