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摘 要 建立了矩阵函数单重积分的格点漂移技术，井阐述了其特殊的数学意义；把格 

点漂移技术应用于分立基量子系统中的一般转动算符矩阵的格点方法计算中，井将其结果 

应用于计算二维叠加态在一般转动算符作用下的几率分布演变比。 
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O引 言 帚 
格点化处理方法是物理学尤其理论物理学研究中的一种重要的研究手法，特别是将格 

点化处理方法与量子系统的演变或跃迁过程联系起来以建立起路径积分0 ]+已非常广泛 

地应用到现代理论物理的各个分支的研究中 

格点化处理方法是通过作格点近似来过渡到精确结果的一种适用的特殊技巧i然而，也 

正是所涉及的这种作“极限过渡”[E(格点长度)一O]，便构成了使用格点化处理方法中的关 

键与难点问题。 

把该方法应用于分立基量子系统的演变问题研究中，作“极限过渡 时需要处理涉及诸 

多无穷小量￡(一O)乘积求和这一困难问题。E Farhi等人在研究能量分立基量子系统中的直 

接由Hamiltonian量构造路径积分问题时，曾采用the continuous lime~xcov chains跚方法缓 

出了这类路径积分的构造原则[5] 并对二维能量系统作有关跃迁几率幅的计算时，也同样涉 

及到上述问题，不过他们采用的是“密度函数方法 。 

笔者认为建立起矩阵函数的格点漂移技术，能更好地解决上述极限过渡问题。这种处理 

诸多无穷小量￡乘积求和的有效方法，数学手法较为清楚简捷。 

1 格点漂移技术 

定义一个m(≥ 1)阶的“漂移函数” 

( (霸 ，赴，⋯， )一 目 ·臣 + 岛)·＆ + )⋯ ( + ) 

其中+局为常数， 为自变量， ，如，⋯， 为漂移参数。漂移函数 ( ； ，岛 ·， )相当于对 
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原始函数G(砧0，0，⋯，o)=蜃·蜀(曲 ·＆(曲⋯ (曲 中的 个函数的自变量取值分别作了 

岛，岛，⋯， 的“取值漂移”。 

漂移函数在区问 棚 的积分满足如下极限不变性： 

} } 
lim I (xl ， '"·， )·如= bm l ( ； ， ，⋯，矗)·出 

。̂  。 
，扣 ·．●·。 J 

} 
一 ⋯ 一 c； (常数C= l[西·甑(∞ ·盛( ⋯ ( ]·d曲 (1) 

又，若 在 区问 [n，阳 内插 人 ( 一 1)个 均分 点 —— 即格 点 化为 n小 段 

{格点长度为e一皂 J，则又可将漂移函数的积分按“通常定义”表成 

J ( ， ，⋯， )·如= ∑G_(口+ ‘￡} ，也，⋯， )‘e (2)i 
d ∞⋯ -i 

若在(2)中，将漂移参数 ，岛，⋯，屯分别取成 

岛=岛·e，赴=岛·e，⋯， 一k·￡} (岛，岛，⋯，k为m个“确定”的整数) 

并利用极限不变性(1)以及积分通常定义(2)，得到 

C= lim I6 (霸岛，岛，⋯，如) 
( ) 
· ·’· r 0 

‘ ．出  

一  -· 

_ ， ● 

-． 

．

一 墨 卅M ‘㈧I￡ 
或表成 

} l[
岛 ·蜀(曲 ·盛(曲⋯承(曲]·d 

竖∑i-I ’司 
·盛[口+ ( +岛)·E]⋯承 + 0+k)·E])·e (3) 

(3)式给出了由m(≥1)个盾数乘积的积分可P_A由格点漂移方式来定义，而该积分的通 

常定义可视为格点漂移方式定义的特殊(岛=岛=⋯ =k一0)情形。 

显然，可以将如上关于普通函数积分的格点漂移定义很自然地推广到N×N矩阵函数 

的积分里： 

· (曲⋯罟主 ( ] 

·  ( ⋯ (曲] 

⋯ · (曲⋯ ( ]1 

⋯  · 

(曲⋯ (曲]J ’- i l缸 

『 。 ⋯(口+( + ⋯)·e)⋯ (口+( + )·e)] ⋯ 

品
Iim~ 1 

．  卅  ¨  0． 枷+ ] 
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．[ 加· (n+( +譬 )·0⋯ ~ 1／, o (n+(盎+ )·s)]] 
l·s (4) 

· [ · (n+( + )·s)⋯g： (a+( + ： )·s)]J 
其中， ， ，⋯， ；( ，，=1，2，⋯，N；MUJ ≥ 1)为整数；它们是对矩阵元函数中的M 

个函数 ( ， (神，⋯， (神 里所引进的 漂移参数 ( = ·s， 一k2 · 一， 

一  
Cq

”

) 

·s)中，分别所含格点长度 e的“确定”的整数倍数。 

2 格点漂移技术的具体应用 

计算由分立基描述的量子系统中的任一叠 在“广义的”转动算符exp{一iaO}作用 

下，演变成“广义的”转动态的几率分布演变比。 

笔者考虑Ⅳ一2维分立基{lI)，I2))量子系统(对于Ⅳ>2时，处理及计算方法完全奘 
同)其相应的的几率分布演变比由下式给出： 

∑， =l{(10 ⋯ (2l<ll exp{一--㈣i,~O}II 1； 。1 lexp{ --i,~。)lO}1。2 > ](( 1一 
+( ㈣ 

其中， 一1，2；且 P和 分别为叠加态中处于 I1)和 I 2)的几率比以及相角差。 

，
( )为演变后的转动态与原叠加态中，二者处于 I )的几率分布比值；而为了求得 

此值又需首先算出2×2矩阵：， 

删一[(2l<lle xp{xp{一-蚴／~O}Il l； lle坤xp(-{-蚴／20}l2)1 2)] (6] 
为此，令。=o，6= ，并把区间[n，阳格点化【格点长度s= = )；NNN(6)中 
的矩阵元均采用格点方式表出。然后，采用文献[6]中关于格点的处理方法，便可将(6)表成 

如下极限表述形式： 

⋯ 、 ’一 (s) ‘⋯ (s)]li 
嚣m¨  “． -．- 

其中 ’ 

口 ’” (￡)一[exp{一 日％}‘ +(一iron,)(1— )J 
‘ 【e p{一担 ％)‘ 一 +(～擅 

一  )·(1一 ．))⋯ 
‘ 【 p{一 q  )’ +(一扭 )·(1一 )) 
’ (exp{一 )’ +(一 3}．II )‘(1一 ))} ( ， ：1，2) (7b) 

下面将 ∑ ⋯’_。(s)表成 
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∑ ⋯’ (e) 
|．1L· ’。。· 1 

([(唧 卜一 斟)⋯(exp{ 
J 

．

[(一 )]．([( p{一f })．_‘( xp{ 

kl(≥ 0)个 

))1．[(
一  蛾 )] 

J (≥ o)个 

．

([( p{一 f ))⋯( xp{一确 I))]
． [(一 )] 

J2(≥ O)个 

{[( p{一蚴 I})⋯(。 p{一 扫 })]
． 一

拍。 )]．([(旺p{一fsoiA)⋯( xp{一拍％})] 

毛(≥ O)4、 工(≥ O)个 

(8) 

为了便于处理(8)，将引人(8)中 ≠ 时的图解表示—— 图1所示(当 = 时，其处 

理方法类同)。 

{ 0 0 -0 o 0 
岛(≥ O)十 五(≥0'十 (≥ 0)十 (≥0)十 

⋯ o Q9 0 
^(≥ 0’十 

‘a){(话赢近似'》接田 晨开 

～ ，+ ⋯  
’× oK ●J 0 

(b)冒形晨开的 归英合并 

o 毫示 {．帕-) ， ● 襄示 卜岫『】 

t {一 } o 寰示 一 l 

^ + + ---+  ̂ r皇 一 1 

J ’ h’ ⋯ + h3 ； l 

幽 1 {(格点 近似)的 图解 

需要说明一下，将图 1(a)里所有满足岛+岛+ ⋯ +毛=K，Jl+ 。+ ⋯ +上一J的 

求和图考虑进来，它们均产生相同的项： 

(exp{一 曲[ }) ·(一招％) ·(唧 {一ia％s}) ·(一拍0 ) (9) 

而图1(b)中的尸 则表示能够产出(9)的项的“总数目 。 

计算 可参照图2进行。它实为把总数分别为 和‘，的两类不同元素各自 

放置在“1·⋯3 ⋯，(2K + 1)．[即(2s一 1)．]''和“2．，4．，⋯，2J ．(即 2s．) 所标记的位置 
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上·且每个位置上还允许放置“零个”元素(由图2(a)所示)时所产生出的不同放置方式的总 

数目。这一。总数目”显然为放置在“1．，3，，⋯，(2s一 1)．”和“2．，4 一，2J．”位置上的所有 

(不同)放置方式数 ： 与 ： ”相乘——由图2(b)所示 由此可算出 
P ’’。 = 种 ’ ’’ × p · · 
(J) 2·‘-⋯ ．& ) CO)(2．d，¨l2 ) ( ¨2．‘． ．2 ) 

= ：坠K K × ! l 、 

军(1 l l I IO+ l 1．_．1 (2s--1]l,I幽 1) 

L七 二土二 7 I K十0元曩 『 I 
J十 ● 元曩 

(1 1 I I 1 【打一j 

L—L⋯__j 
十0 元曩 (b

) 

{1 I l≤ l_一l 1) 

L—L．．． 
J十 ● 元素 

图 2 两类不同元素的放置方式图 

∑ 表示对不同的放置方式(即排列)数目求和 
P 

把(1o)代回图1(b)里，并计人四类元素各自所代表的“含义”，便得出 

． 誊 10 ’ c。一 + 4- ～ {[ ]·[ · · · ( + )(，+ )= l⋯⋯ 。 ( +J !( 一1)! 一1)! 

(1O) 

’ (一 ) ’ ’ ’exp{一 i(K ·0 — ( · }． (1]) 

(11)式中，涉及诸多无穷小量E乘积的求和，为了处理这一问题，可采用格点漂移技术。 

为此，首先作如下处理： 

{[L K K ]．[ 1 1 ! J。L ( +J 一1) !( 一1) 

{E(K+ 1)·E]⋯E(K+K )· } 

‘ ([( + 1)·臼⋯E(J+ ( 一 1)·E}])· 

于是，进一步得出 

∑ ⋯。 (￡) 
· ．·- 一 1 

(参见附录 

： ： ： 
(K !)。 

怒 

嘲 一 

墼1_ 

∑～ 

～ 
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{笪[( +f)．臼)．{鱼 一( +2K，+1一D．￡])．exp,(-- ( ．￡) ) l l l ’ 
’exp{一 一 ( + 2 + 1)·￡]·oij))· ； ( ， 一 1，2；且 ≠ ) 

按同样的处理方法，还可得出 

∽  刑 一 4-
,  
Iz- i · ·‘ ， 一 L ⋯  ⋯  

”  K· 
～ ． 

’ ∑ ({ [( +f)· ·{
， 

‘

[ 一 ( + 2K 一 )·￡]}．娌p{一 i(K．0ck) 
c一 0 【E1 1 一 —  

‘e) {一 n 一 ( + 2K')·臼·G })· (矗， 一 1，2；且 ≠ ) 

引入 2×2矩阵“漂移函数”： 

其中 

(砧o，0，⋯ ，oj一 · ( ⋯ ( 

且 ⋯一 一 i ≠ ， 
一  

， 

(12a) 

岛(i ／1
+ ( · + ( }(f≠ ) 

+ 

( ；(f一 ， 一 ， 

；  

， 

l f “ ( 一⋯一 (曲一 (西一⋯一 (曲一̂ 一 
{【 ( 一e {一 q )， (曲一e 中{一 ( 一曲．Q。}， 

J』 (曲一⋯一 ”( 一z， 。(曲一⋯一 ( 一 一 ， 
f! (曲一exp{一 娼。)， ( 一exp{一 (̂一力．n )， n。b) 
』 ( 一⋯= ”( = (力一⋯一 (曲一 一 ， 
【 (曲一e冲{～妇 )， ： (曲一exp{ (̂一曲．0l )’ 

j (曲一⋯一 ”(曲一z， (曲一⋯ 醴 ( ：̂ 一与 
c ： 。(曲一exp(～∞ t)， ( =exp{一 (̂一 ．Q。)． 

若令‘ za 中的各漂移量 “ ，⋯， ； ，⋯， J斗 ； ” ，⋯， ：； ，⋯，端 ： 

竺 成格点长度 的 【ll】，⋯， ；《 ，⋯， ； ，⋯， ；《 ”，⋯， 
= 1，⋯ ， ” 一 ； = 2K，

一 1， 

⋯ ， J_ 一2K'一( 一1)； 一
一 ⋯

Km ) = 2K，
， 

1，⋯ ， 一 K ； 一 2K一 1
， 

⋯ ， J_ 一2 一( 一1)； 一o， =2K，
， 

∑ 

1 ●●●●●J  

+ + 瑞 瑶 

∞ 柠 

G G 

+，+ 瑶 

。  

习 砧 

(  (  

●  
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K 一 1，⋯ ， ” 一 K ； 

⋯

，《 =(2 +1) 

K(21]一1，⋯，K ”一K ； 
⋯

，K 一 (2K + 1) 

K
⋯

(m
1一 (2K + 1)一 1， 

一 K ； 一 0
一

K(m+：一 2K + 1， 

一 (2K + 1)一 1， 

一 K ；《 )+ 一0， 嚣)+。一2K +1 

则得到 

F(̂)==[ _0i q】 。 {——o ̂c )]+ 4-1—2 ‘(对盘 一2 c丰对 ) 

r[q (0f(K+ 山)·￡，⋯．(K+ )·0]·￡[q (o}(K+K。cⅢ)·e，⋯，( + ：)·e)]’ ] 

l[ 。(0f(K+ ”)·￡，⋯．(K+《 )-0]·￡[G (o；(K+ Ⅲ)-￡，⋯．( +K )-0]’￡J 

注意到 

以及 

∑ 
— D 

[6 (o；(K+ )·s，⋯，(K+ )·e)]·e 

一  lira 
L
F
(

(

2

2

K

K

，

'

)

--

(非

1

对

)(X

角

~

)~ 个项的求和]×E
．

一 。 

其中，应注意到K 在取值范围 

K ∈1，2，⋯，[詈]；(对角情形)， 或 0，1，2，⋯．[号]，(非对角情形) 
取任意一个“确定的值”时，最后一式均为有限多个项的求和与e一 0之积；因而，极限为零。 

故(13)式中 

1i 1-m妻 
晶  

于是，可将(13)进一步表成 

= [唧 ”唧㈠o + 

·exp{一 ∞ 1}·exp{一i(̂ 一 曲 2) 

曲 ·expf_一∞ 1)·exp{一 i(a一 曲Q2) 

‘ 

． (̂一 曲 ．exp{一 酬  ^一 ) 

％ · (̂一 x ) ㈠( 一 ) 
(14)式中的后一部分 —— 即矩阵函数的积分求和 

妪 14) 

～ 

舳 
嘲∑ 

墨 

蛐 

+ ∑一 

，、 

+ 

h 聿 
∑{}～ 

一 

～ 
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藏 耋 2(x) ]dz 
一

。．( 自 

存在如下关系： 

(。 {妻 。(∞出)：{妻 ff．(x)az}I(q ‘ 。) (1 6 ) 
。

一 l 、Kr一 】 I 

㈤ {妻 出)一 出 ) Ⅲ 
其中，(1Ga，b)右端所标记的矩阵元互换，系指将右端花括符里(．．’)的矩阵元数值按所标记 

方式作互换后，则右端花括符里{．．·)的计算值便正好等于左端花括符里(．_·)的计算值， 

c {妻 出)一 {塞 出}_ex ， c 
于是，具体计算(1 5)时，只须主要计算形如 

妻 础 ：妻 ． ．exp{ 
一 O 一 0 ⋯ ’ 

·J ( 一曲 ·exp{一 q 一 。))出 (1 7) 
的积分求和 即可，目可计算出该积分求和值为 

sin[ ． ] 
·exp{一n )； [参见附录明 

(18] 

于是，由(16)并利用(1 7)的计算值(18)，不难计算出其余三个积分求和值——亦即可 

以完成矩阵函数的积分求和(15)式[或(14)式中的后一部分]的所有计算；进而可以最后完 

成(14)式的计算。其结果表为 

F( )=『 os(了1‘ 一 ( 7)‘si ‘了1 ) 一 ‘ ／7) (了1‘ ] L 
一  (q2／丁)·sin(了1· ) cos(T· )+ (B／7)·sin(T· )J 

．exp{一越 1 (19 ) 

其中 

丁 一√ ) + H一 ㈣ 
最后，由计算公式(5)并利用 F( )的计算结果(19)，可计算出 一 

∑．( )一cos (7’· )一 ·rsin(p+a)sing(T·)／T 

斗 [件 +P ·r2+2H√ ·rcos(~+ 口)]sin (丁· )／ 

∑ ( )=cos~(T·a)+ ·rm'n(p+a)sing(T·3．)／T 
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+ [烀 +P·，。一2H√ ·reos(~o+ )]sin (了、·2)／7 

其中，r一 1。l2j= 1 1， —arg(0l2)=一arg( ) 

3 结束语 

采用格点漂移技术处理二维分立基量子系统中转动态的几率分布演变比计算时，所使 

用的解决诸多无穷小量e乘积求和的方法，可以自然地推广到二维以上的分立基量子系统 

中去，这是因为t按格点演变过程处理时，依照“基”的转换’隋形将演变过程作归类处理，可 

以证明0] 凡属同一种归类的演变过程求和，针对其出现的诸多无穷小量e乘积求和的困难， 

总存在唯一的方式可将无穷小量e按不同的倍数K分配给各自的漂移参数 ，从而可解决无 

穷小量e乘积求和中的困难，以完成最终结果的计算。 

附 录 A 

由K =S— h =S．得到d ≈K H-1．又， ‘的最小取值 K 由S的最小取值 s一确定： 

S一 = 1， (‰  一 S ～ 1) 

即j = 0．而 的最大取值 墨 由 的最大取值 n。确定： 

f z 。一 1≤ + 1{( = S～ 一 1) 

I其中，s～ 为不等式最大正整数解 

即 。=l!二 l一1=l詈I；(符号[ 表示 中的最大整数)。 ● J L J 
又．由求和指标受到的约束条件：( H-K‘)H-(，q-，‘)= q-1以及关系式：d 一K‘+I．得到，= 

( H-1)一( +2K q-1)．显然， 和 的最小取值均为零(匠 =dm=o)—— 即二者分别对应于图2(Ⅱ) 

所示的排列里元“白圈 元素和元“黑躅”元素情形}于是得到 和 ，的最大取值 墨～和 J～ 满足如下关系： 

因而得到 

= H-i)一 ( l嘣 + 2 + 1) 和 ，一 = + 1)一 ( r + 2K H-1) 

‰ 一 一 2K' 和 一 n一 2K 

附 录 占 

妻 汕一 ⋯ }．妻 {凸 。D 。 、 ‘l ⋯l 
 ̂

， 

·2exp{n }·f ( 一曲 -exp{一 q 一 ))如 (岛) 
对(岛)中的积分作变量变换 ： =2．z-- ，可将该积分表戒 

南 ⋯(_n 2 } 2 +1一 l ’ 』 
将(应)代人(目)，经化简及整理后得到 

-一 {-扣 ) (＆) 

 ̂

(z)dx=华 ． f．n } 、 ‘ 

http://www.cqvip.com
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=fJI{妻 善 圳。 )·一}-_ }}．曲 (日) 
注意到 

黑 (̂ ．厕 J c 
于是，将(皿)代入(岛)并利用积分公式 

．一  一 ；筹 
作计算后t便得到(18)式。 
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of Matrix Function and its Applications 
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ABSTRACT We have set upthelattice drifttechnic ofthe singleintegral ofmatrixfunction 

and expounded in detail its aped,a mathematical meaning and applied this technic in the latuce 

calculation of the general rotation operator ma trix for the quantum syst~n in discrete bases，and 

using the results obtained，w~calculate the evolution ratio of the probabitity distribution for the two． 

dimensional superrx~sition states under the action  of a general rotation operator． 
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