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用线性模拟滤波器实现连续小波变换’ 
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摘 要 提出了用线性模拟滤波嚣实现连续小波变换的方法，该方法提供了实现快速 
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0 引 言 

传统的小波变换是用数字计算方法(即离散小波变DWT)来实现的，但它有一个不足 ， 

就是其实时处理性差，例如，尽管DWT的算法速度快于离散余弦变换(DCT)，但它比分块余 

弦变换的速度低得多，这是DWT还没能正式被国际图像数据压缩标准所采用的原因。笔者 

提出一种用线性模拟滤波器网络实现小波变换的方案用以克服上述缺点。文中约定z表示 

整数集，R表示实数集， (R)表示所有平方可积的实变量函 数构成的线性空间， · 表 

示 L ‘R)中的范数平方，且假定所有的函数都在 (R)中。 

1 原 理 

设输人的连续信号为 f)，记H 为连续信号 f)的小波变换， f)为小波函数，“*” 

代表卷积，则 

一 *了1 了t)一÷』 r)叫 })出 (1) 
R 

当取s一 2 ，( ∈z)时得到常用的二进小波变换。传统的实现小波变换框图如下； 

巾  臣三二] 输出 

图 1 传统的小渡变换方法 

连续信号 f)经采样、量化后得到离散 n)，对 n)进行离散小波变换 DWT便得到 

n)的离散小波变换Wx(n)，在一定条件下可由它得到信号的连续小波变换 u，信号的样点 
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越多，则数字计算需时越长，且往往是在获得信号的所有样点后再进行计算，例如常用的 

MM1at迭代算法就是这样，这就导致实时处理的困难 
1 f I 

从(1)式可看出，若构造一个冲击响应为 (̂ )的滤波器并使 (̂￡) ÷叫÷J，则信号通 
过该滤波器的输出为： 

)一F h(t)= ÷ ÷】一 ( ) 
相应的框图如图2所示。 

一  至丑 垂 舢 

(2) 

图 2 模拟滤渡网络实现小嫂变换的方法 

可见滤波器的输出即是信号 f)在尺度为s时的小波变换 (f)．若对其进行采样、量 

化，就可得到相应的离散小波变换，以便进行其它处理。取 =2 ，( ∈z)就得到常用的二进 

小波变换。大多数情况下取J=0，l，2就够了0]，因此只需构造 (̂￡)分别为g1(t)、 ÷ 、 
⋯  

， 0 

叫T‘)就可以得到相应的三级小波变换。该方法为实时处理提供了可能，尤其是对二维信号 
⋯  

(图象)求其二维小渡变换的情形。因其数据量巨大，用传统的离散小渡变换方法不能达到 

实时处理，当输入信号是光学信号(例如遥感、气象卫星的图片)时，若能构造一个冲击响应 

具有二维小波函数形式的光学滤波器，则可立即得到相应的二维小渡变换的输出，实现实时 

压缩、传输。例如对一幅320×200的彩色图象在奔腾75机上时问为10 rns的数量级，而光学 

滤波器实现二维小波变换则所花的时间可忽略不计。下面论述一维滤波器的构造。 

2 滤波器的构造 

2．1 滤波器网络冲击响应的逼近 

不失一般性，此处只讨论 (̂f)为．!Pi )时的构造方法，至于 f)为叫÷I、卅÷I的构造 
⋯  1 ， 

方法完全类似。 
r' ＼ n 

设“( 表示阶跃函数，即： “(f)一{：：，／： 
则由网络理论可知0]，若 (̂ )为指数和形式，即 

N 

(̂￡)=∑蜀e “(f) (3) 
J一1 

(为保证系统稳定，其中办是实部为负的复数。)Kj为复数，则一定可以找到一个Ⅳ阶线性的 

模拟滤渡网络，其冲击响应等=jZh(t)．因此现在需要解决的问题是确定式(3)中的2N个未知 

参数 及办．假定丁为某一固定的间隔，由于一般小渡函数g1(t)都不具有指数和的形式，甚 

至大多数小波函数连显式表达式都没有，只有通过造代得到的其离散点的值gt(nT)，(”∈ 

z)，因此只能根据函数逼近理论由这些已知的样点值构造ttî( )，使 (̂ )尽量接近g-t(t)．这 

里用 来度量由于 (̂￡)不精确等于 )所引起的小波变换结果的误差，即令 
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一 『『̂ 一 _l l— f IhCt)一 })f 出 (4) 

萨一 ^一， lll 

由LZ(R)中的柯西不等式及内积与卷积的关系可知： 
一 lf，．h—f fl}≤ ff，̈ ；·ll̂一 ff}一 ll，ffi 

由，∈【J2(R)可知，只要 足够小，就可保证 足够小，也即在均方意义下滤波器的输出 f) 

与真正的小波变换间的误差足够小 正是由于小波函数优秀的时频局部化特性，使我们能够 

构造出非常接近gr(t)的 (̂f)．设 吼 代表 f)的富氏变换，supper,．supp@分别表示 f)、 

舣 的支撑集，则近似有supp = ， ]，supp~= ， ]，其中 、 、̂ 、 为有限大的数， 

在 [ ， ]、[ ， ]之外可近似认为 坝})，识 为零，例如墨西哥帽状小波 
厂_ 

gr(t)一 (1一 产)e--t~n
，其富氏变换奴 一8P√ e-- ，；相应的波形分别如图3(a)、(b)所 

示，可以近似认为supp~'=[一4，4]，supp~= [一0．75，0．75J． 

喜 

； 
＼上o 4 

／＼ 
1 0 5 l 一 一 - 0 5 

图 3 )及 吼，)的波形图 

若要使 (̂})一坝 })，则 f)所代表的系统是一个非因果系统，为了得一个因果系统，可 

令 

嵋(f)= f一 )，此处 to—tl= 4 

此时supp~ 一[O，8]，supp'~一[～0．75，0．75]，若使 (̂})一峨(})，根据卷积的性质，则此时 

滤波器的输出 

}) (̂})一 r (})一 (}一 to) (J= o，s一 1) (5) 

即此时的 f)只是信号小波变换W 延迟 的结果。 

已知啦(})的2N个样点值啦(O)，啦( ， (273，⋯嵋((2N一1) ，令 (̂f)在这2N点 

处与 (f)相等且记 

，一 e (6) 

代人式(3)则有 
、 

(o)一∑蜀 I 
l 

Ⅳ Ⅳ I 

( 一∑埒 =∑蜀 } 
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吼(2 一∑K =∑K，椰 
f= 】 =1 

N 

蜗((2Ⅳ一1)7)=∑Kje Ⅳ～ 
— I 

由文献[3]，上述方程可由下述步骤求解： 

1)令 B一 (马，岛，⋯， ) ， 一 (研 ( ，卿((Ⅳ+ 1)7) 

A = 

((Ⅳ 一 1)73 ((Ⅳ 一 2)乃 ·· 

吼(Ⅳ丁) 雹((Ⅳ一 1) 一 

·

， ((2N 

弼 (O) 

强 (乃 

； 

((2N一 2)乃 骘((2N一 3)乃 ⋯ 碍((Ⅳ一 1)乃 

1)乃 ) 

由方程 B̂= 得 B：．4- ，这里的 是用的^的广义逆矩阵。 

2)求下述特征多项式的零点 

+ 占l 一‘+ 岛 一 + ⋯ + 正 

得到N个复根 ， ，⋯，h，并由式(6)得到疗= 当，( ：1，2，⋯，Ⅳ)。对稳定的系统，所 

有岛应具有负的实部，否则应改变Ⅳ或T重新回到步骤1)， 

3’将 ，，也，一， 代人由式(7)表示的线性方程组中，采用最小二乘法求得， ， ，⋯， 

，将求得的 和 ，参数代人式(3)中可得到 (̂f)的指数和式。 

4)由式(4)计算 ，根据允许的小波变换误差 检验 是否台符要求，否则改变Ⅳ或 

并重复上述步骤直到满意为止。 

2．2 网络阶数Ⅳ及样点间隔丁的确定 

上面是靠试探法根据要求的误差度量e来确定Ⅳ及丁的。实际上可由小渡函数的时频局 

部化性质推导出它们的取值范围。 

2．2．1 T的确定 

由小波函数驾( )的频域局部化性质知。 (f)可看作带限信号，当，>，捕时蛾( 近似 

为零。由Nyquist抽样定理知 只有当丁满足 

丁≤寿  (8) 

时才有可能由 (f)的样点值碍( 精确恢复出 (f)． 

2．2．2 N的确定 

要获得 (f)，必须先要得到 (f)的2Ⅳ个样点值 ( ， ：0，1，2，⋯，2N一1)，从 

信号处理的角度出发，求 (f)的2N个样点值相当于对 碍( )用窗函数 f)相乘得 

啦( )缸(f)，然后再取样，其中 

一 {0̈ 。’ 明 ㈣ l 其它 。 
由小波函数在时域的局部化特性知，存在着有限大的k，当t> 时可近似认为 (t)一0，因 

此若(2N一1)丁> ，也即当 

Ⅳ>异 +÷ (1o) 

时，有 (f)=碍( ) f)，因此当Ⅳ'丁满足(8)、(1O)式时根据 (f)的2N个样点值 (棚  

> - ． 

^  畸 
∑ 
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能够精确恢复 ( )(忽略计算精度的误差， ( )在时、频域被截断所造成的混叠效应)。通 

常小波函数 ( )按时频局部化特性来划分有以下三类： 

1 时域为严格紧支集而频域为非严格紧支集(如Daubechies小波函数)； 

2 频域为严格紧支集而时域为非严格紧支集(如Littlewood—Paley小波函数)； 

3 时、频域均为非严格紧支集(如墨西哥帽状小波函数)。 

对第1、2类小波函数可以求出 的下界，例如当 ( )为第 1类小波函数时有 的下界 

岛 的计算式 

= I l嘶( )l z山+ I l (f)} 出 
J J 

一  

当 (f)为第 2类小渡函数时由Parseval恒等式可以得到 的下界 

{ 
= Il蛾( I zd，+ I I也( I d， 

J
， 三 
2 

它们是由于小波函数在时域区间Eo，t．3或频域区间[ ，五]外不严格为零引起的；而当 ( ) 

为第3类小波函数时的情况则较复杂，这时既 l时域截断的影响又有频域混叠效应。 

3 实验结果及讨论 

在工程应用中允许 (̂f)与实际的 ( ) 

有一定的误差，这使我们可以用较小的Ⅳ，较 

大的7’，也即用较小阶的网络就可获得满意 

的结果。表 1给出了按本文 2．1节的方法求 

得的N=l1，了1=0．504时(3)式对应的 (̂f) 

参数 ，冉；图4是图3(a)中的墨西哥帽状小 

0 

0 

O 

0 

O 

一

0 

。

八 
I “ 

3 。_ 

。 

三 
一 0 

一 。 

0- 

n 

：
。 

一 O． 

一 0 

八 
。 ” 

图 4 岛(r)的波形图 

＼ 
2 4 6 8 10 ’1 2J  

-  

囹 5 (̂r)的波形囹 图 6 (̂ )一啦(f)波形图 

波 )延时to一 4后得到的 ( )的波形，图5是相应 (̂f)的波形，此时 ≈0．000 397 5} 

图6是放大了的 (̂ )一嘶(f)波形图。图4中可近似认为k=8，̂ =0 75因而根据式(8)、 
0 

(1。)应有了1≤寺、Ⅳ>6—5·由于本例中 ( )在时、频域都不是严格的紧支集，所以实际的 
Ⅳ取得较大，以减小误差 
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表 1 Ⅳ：11时滤波器 (̂f)的参数 表 2 N取不同值时的 及￡2 

‰ K} 

0．789783一 旭．27371 O．009601+ i0．026445 

0．789783+ ．27371 0．009601一 f0．026445 

0．751654一 i3．3190'／一 0．399622+ ∞．183575 

0．751654+ i3．31907— 0．399622一 ．183575 

0．703243一 i2．48745 0．170482一 恐 057252 

0．703243+ z2．48745 O 170482-r i2．057252 

0．636247一 il．70733 2．549143+ 恐．69734 

0．636247+ il．70733 2．549143一 2．69'／34 

O．529806一 曲．940083— 2．251492+ i0．206804 

O．529806+ i0．940083— 2．251492一 珊．206804 

— 0．250669 — 0．161 256 

实验中发现当 Ⅳ固定时， 

随丁的变化并不是单调的，而是 

有一个极小点，采用一维搜索法 

可找到每个Ⅳ对应的最佳7 ，当 

T一7 时得到最小的￡2．表 2分 

别给出了N一9、10、11的 、￡2． 

另外，还可采用以下三种方法进一步改善 (̂})逼近 (f)的程度： 

1)根据信号处理的理论，在Ⅳ、丁固定居 可以通过改变式(9)中的窗函数 })的形状 

来减小 ￡2． 

2)对时、频域均为非严格紧支集的小波函数(如墨西哥帽状小波函数)，还可增大 ￡。以 

减小 ￡2，只是to越大，则由滤波器输出得到的小波变换延时就越大。 

3)除利用 (f)在离散点的样值来构造 (̂f)外，还可用它在这些点上的导数值来改善 

逼近的效果。 
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