
l999年 月 

第 蟹 卷 第 l期 

重庆太学学报 (宜热科学版) 

b d Q 蚂 曲gU ( Sc E ) 

22 

J曲 ．1999 

7一』 

复合材料封闭截面薄壁杆变形耦合的消减 

张 培 源 严 波 弋B 。、{ 

摘 要 针对薄壁截面杆中面内正应力、剪应力耦合的本构方程，适当选择与 

几何和物性均有关的位移描写，得到基本变形在控制方程中耦台最少。这个模型 

还给 出了截面上 自平衡 内力的一般描写方法。 
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O 引 言 

把薄壁杆看作中面为柱面的薄壳，这种柱壳在无力矩状态下工作，轴向内力 N和切向 

内力T沿截面的中线分布，与之对应的正应变 e和剪应变7有如下线性本构方程，图 1． 

N = GI e十 7， T = e十 7 (1) 

式中 G 、G，和 c 为等效弹性系数。 

长期以来，研究工作限于 =0的情况，在乌曼斯理论框架下，适当选择坐标系和引入 

适当参数，使拉压变形、两正交面内弯曲变形、自由扭转变形和约束扭转变形在应变能表达 

式中减少耦合，把问题分解为几个独立的单向一维同题”’ 。 

当 G 4-0，研究工作多采用二维柱壳模型 ，采用一维模型的研究进展甚微。笔者适当 

地选择坐标系和相关参数，实现应变能表达式中基本变形耦台的最小化，同时给出截面上自 

平衡内力的一般描写，得到一个实用的一维模型和分析方法。 

1 变形的描 写 

薄壁杆视为柱壳，不计弯曲内力，把壳体中面位移的轴向和周向分量分别记作 和 “ 

按文[2，3] 

=s( 一}( s)一 (曲 s)一觑 (s) 
=  ( ) ( 十∈( d s)十 s) 

式中 s为 自某点 起算的截面中线 P的弧长，图 2． 

(s)= (s)一 s) 

(s)= I k(5)d s， s) 

+ 收文 日期 l~ 3-26 
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图 l 封闭截面薄壁杆 图 2 参数 h 和 k 

^̂和 分别为点A和B到动点P(s)切线的距离(图2)，击()d 为截面中线P上的线积分。 

点A与B的位置和H(s)为待确定的参数。 ( ∈(曲 口( 和 曲是描写杆变形的几何 

量。式(2)与文献l1，3]类似，但式(2)更具普通性。 

与式(2)相应的应变为 

一

爱 一 l (4 
r= + = 一砷 l 瓦 一 J 

位移分量和应变分量的单值条件要求 Ⅱ，(s)和 H(s)是 I1上的单值连续函数，且 

乜．(O)= Ⅱ，(￡)， 0(O)= ( 

而 s)、 s)、h (s)和 (s)总是 r上定义的单值连续函数。这里 ￡为截面中线的周长。 

2 等效本构方程与基本变形耦合的消减 

定义杆截面的广义内力 、 、 、 、B和 分别为 

= fNd 

B=f s M= 
利用式(1)，(4)和(5)，得到6个广义内力与 

齐次关系。 

出 

击hnTd s 

表示基本变形 

= 中删  

= s 

的5个量 0、 

(5 J 

日和 0的如下线性 

(6) 
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．
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如果所用坐标系 ol'y,点 B和 A的位置与 s)满足条件 

f G】 s_o1拇 s f 捌s=o 
(=l2 珂 s=o， b s=o 

(7) 

(8) 

： o， 缶G ̂。d o] } 
(9) 

0， d s=0 j 

式(6)简化为基本变形耦舍得到最大消减的形式 

=Dl }+ns自， M =Dl，0+ 0， N =一 } 

B=一日4p 凸6 ， = 风 口一 自， 蝇 =一 
式中 

u1 j； 日s=f s， =f 瑚s 

f 砜=fG s =f d s 
= 4)G d s， =4)G． d 

(1O) 

这种条件下，单位长度杆的应变能力u=f吉[G 十2 +C~f]d s，可以成为基本变 
形耦舍得到最大消减的形式 

u=吉[日 +2 Dl + 铲+ +2风肇+ + + ](12) 

这种条件下，可用最小势能原理，建立基本变形几何量 E、∈、 0和 p的微分方程组。这 

个微分方程组成为耦舍得到最大消减的形式，即分解为彼此独立的 4组，其中一组含 E和 

其余 3组分别只含 ∈、 和 口． 

3 自平衡 内力与参数 H(s) 

按式(1)和(4)，与变形几何量 p相应的轴向内力 和切 向内力 Te分别为 

一

G (s)p G (s) =一G (s)p—c (s)声 (13) 

计算截面上 和 形成力系的主矢和主矩，可以得到它们在截面上形成平衡力系的充分 

㈦ o，f̂G，a,(s)dy一 ⋯ f 
㈥ o'，f o 
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因此，以下讨论将方程(7)、(8)、(9)和(14)作为寻求基本变形解耦 的充分条件。 

利用这些条件寻求基本变形解耦，首先由条件(7)选坐标系 然后按条件(8)确定点 

B的坐标。由于易于实现，本文从略。下面着重计算 麒 s)的选取。 

构成 H(s)的形式很多，例如取 

s)= > H k'xs (15) 

不失一般性，使 H(s)d s= L注意到 I-1(s)的单值条件，得到 

= 1 A 1= H +H 十 H +⋯ =
．d 

0 
= 1． 

总可以把 表示为 

hA( 
：  

s 

(16) 

(17) 

(18) 

Hoos竿s =n 釜(q—R 1 竿s (19) 

把 hA(s)取为 h。(s)仍不失一般性。这样一来，式(9)、(14)、(16)和(18)组成含未知数 、 

H、 、⋯ 的 l6个线性代数方程。满足这方程组的系数 R，便给出了 s)的一个解。 

一 般而言，满足条件(9)和(14)的单值连续函数 s)不是唯一的。H(s)的多解方案正 

是截面上自平衡内力分布(13)多样性的表面。 

4 特 例 

如果 = d ， 与 s无关，厚度 t与 s有关；那末式(7)、(8)、(9)和(14)与物性参数 

无关，只与截面几何参数有关，成为如下 l5个方程： 

r r 

中矗d s=0， 中 s=0， xy*d s=0 (20) 

关)。 

h 矗d s=o，f̂B s O (21) 

(̂B— )耐s=o，f s=o，f删s=o，f(墙一 耐s=ol 
窘( —e)耐s 。，f髻(̂B—e)耐s 。 }(22) 
删s=。，f s=。，f c州s=。，f讥耐s=。 J 

特别当 与 s无关，这些条件只与截面中线几何形状有关，与厚度 ￡无关( 与 s无 
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如果 与 s无关，截面有两正交的对称轴，则这对称轴便是满足条件(7)的坐标轴 fast 

与 oy,坐标原点便是点 A和点 B． 

如果 与s无关，截面中线为正多边形，内切圆半径为 n，那末当边数为偶数时总有 

s)一 姜 cos等s， s) 姜 in等s (∞) 

半 = m G = G 一 ·=0 (24) 

总可 取 H = = ．-·=0，利用公式 

f一字oos s j T T 

n等sin s T “T 

字一竿a s 

{ 

O 

k= m 

≠ ， ， ， ， 

= m  

≠ m 
k 2，4，6， 

m = 2，4，6，· 

(25) 

条件(22)成为如下 3个 

啦 啦H ％H 魄H +⋯ =0 

十2 H +3 +4 H +⋯ =O (26) 

+ 1缸H十 +{魄H+⋯=0 

对于 H ⋯ 总存 在非零解 ，且解不具唯一性，相应 的截 面的 自平衡 内力分 布方式不具 唯一 

性 。 

如果截面中线为圆，啦 = ％ 二-．·=0， = 6b一 ·=0，条件(26)成为 

= 0 

因此，对任意 H， ，⋯，参数 

H s)= l+Hco6 十 。。6 十⋯ (27) 

总是方程(22)的解 。相应的截面内力素为式(13)表示。由此看来，薄壁圆形截面杆也存在 自 

平衡的内力，存在双力矩。 

在式(27)中只取前两项 

=一nH 1 sin s
， 。 —一nHcos s 

— 一 [ H sin +c~／4, 一 n 

— 一 [ H sin L啦+ H ms 翊n 
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不计杆长度上分布的外力，按最小势能原理导出的关于 口的微分方程为 

这方程的解为 

卢一 芦=0 

p= G +G z+Ge +Ge一 ， G、 、G、G 为常数 

因此，与 Gt相关的自平衡内力按e 衰减，与 相关的自平衡内力设有衰减的性质，这是 

通常的薄壁杆理论所未预计的现象。 

5 结 语 

作者提出的用参数 、h、H(s)建立的封闭截面薄壁杆 G ≠ 0这一普通情况的分析 

模型和方法，提出了基本变形耦合描写的最大消减，给出了截面上包括双力矩在内的 自平衡 

内力描写的普遍形式以及正多边形和圆的周界为截面中线的一般解，得到 _『圆筒薄壁杆存 

在 自平衡内力的结论。 
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The Eliminatic~n of[Monmtion Coupling in 

Thin-Wall Q釉p0site Material Rcd with Closed Section 

Zhang Peouan Yah Bo 

(CollegedAr&ileemralFmgineering，0Ⅱ蚂 _嵋 University) 

ABSTRACT g~1del~d ~x：ndifionthat r,mml s口e and shear S~I"eSS aIe coupledin c~ txRive 

equafic~，a set d dispIa慢rr 拈 出 depend∞ 躜口1f c a工1d physical咖0pem d a min Ⅱrod 

is specially desi~ ated幻minlalze the mupling of hasic defc~ ms in∞嘶 【eqmficm ,and general 

幻 describe self-balance syStl~ d inmmal farces are瑚 ∞ed wi血 the m]del g~ven by d1e啊一 
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