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摘 要 ：研 究了计算机辅助建立产品(零部件)链路方程问题。提 出0 1矩 

阵、矩阵广义伴随等概念。给出矩阵留位乘法、乘方法两种寻找链路的方法。所得 

甜靴 舡 程。0晰
， 关键词：计算机辅助设计：公差／链路方程 ． ／『＼ ． 

相髅 一1-一 文 ： 询句 糸菌 
公差设计在很大程度上决定着产品质量与制造成本。而对产品的拓扑与几何层次的描 

述，以及这两类信息的有机结合是建立产品整体模型的关键，更是计算机辅助公差设计中应 

首先研究并加以解决的基本问题。 

文[1]在产品装配级提出描 述该级各零部件间拓扑关系的 OFRG图模 型。文[2]推广 

OFRG到零、部件级，提出整体描述产品的三极 OFRG概念。并提出各级 OFRG的连接关系， 

从而得到产品拓扑与几何描述有机结合的产品系统模型框架。 

笔者旨在研究根据各级 OFRG寻找顶点位、连接向量、跨接向量及零(部)件 向量 0同关 

系的算法。即建立产品(零部件)链路方程，也就是寻找产 品拓扑与几何描述的关系问题。 
一 般OFRG为一有向弱连通简图 0。令 (t=l，2，⋯ )为其节点， (j=1，2，⋯， 

为其弧，与任两节点 关联的弧‰垒 ( ， )( 由 指向 )． 

1 概 念 

1)0—1矩阵 

定义 1 对于 OFRG存在如下矩阵 A(0) 

f1 存在，且 ≠ j 

A(0) 垒lo =j 
【0 不存在，i≠ j 
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称矩阵 A(o)为对应OFRG的0 1矩阵。A(0)是 OFRG逻辑结构的一种代数表现形式。 

2)矩阵 M( ．1 的广义伴随阵 P 

定义 2 行满秩矩阵 M【 l】̂ 的广义伴随阵 P为：P垒 det(M )1V／-． 

其中：M 为Ob"RG关于某节点的关联矩阵 · ，M-为其广义逆矩阵[5 。 

矩阵 P有 重要 的图意义 。 

3)矩阵的留位乘法 

定义3 若矩阵 A=( )— ，B=( ) ，且 = ， 中 为行标， 为列标， 

则称乘积张量 c( )为 A、B的留位乘积。记作 A⑧ B： C． 

2 基本理论 

现在研究文[2]结论的理论依据及意义。用 表示 OFRG任两节点间的道路或半道路， 

简称路。用 c表示回路。不失一般性用 M 表示 OFRG关于某节点 的关联矩阵。 

2．1 矩阵(M )t ． (rank／v~= ， —1)广义伴随阵 的意义 

1)路向量 n与关联矩阵M 

定义 4 称 m维向量 为 OFRG中 到 的路向量 

f 1 在≈到 的路上，且指向 r4,， 

(巧) 喜{一1 在 到r4,的路上，且指向-q， 
【0 不在 到 的路上， 

i= 1，2，⋯ ，m 

下述定理说 明向量 巩与 M 的关系。 

定理 1 OFRG路向量 pj与M 之积为 一1维单位向量。且 巩pj=8：，其中 矾 为M 中 

第 i行向量。 为 Kr~ecker的 d． 

证明：设 见为 OFRG中 到 的一个路向量， ，地，⋯， )为 对应的弧集合。 

i)当 =j时，q为 p；的一个端点，只与 的一条弧 ∈ “相关联，故 巩Pj= 矾 (岛)t． 

根据 M 珥的定义知，” ： (pj) 故有 =1． 

ii)当 i≠ j时 

d)若 在马上，则 只与 “中两元素 ， 相关联，故 巩 = ( ) +仇 (马) ． 

根据定义又有 ( )‘=一” (马)‘，故有 珊 =0． 

b)若 不在 马上，则 与“各元均无关联，故 巩马=0． 

综上所述，巩 = 定理得证。 

定理2 设 为由0，1，一1组成的 m维向量。若对所有的 ‘， pi= ，则 决定一从 

到 的路。 

证明 只要 到 存在路，则其路向量 定满足巩 = ．故凡满足此式的0、1、一1， 

向量即为 到 的路向量，因此 决定从 码到 的路。定理证毕。 

定理1、2说明OFRG中任意两顶点的一个路向量与对应 M 的关系，若此两点有多于一 

条的路，这些路向量的组合与对应 M 有下述关系。 

2)路向量组合与关联矩阵 M 
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设 ，⋯， 是 q到 的 r个路向量，则： 

定理 3 路向量 ， ，⋯， 的非负线性组合与 M．之积具有： 

① (h + +⋯ + )>0， = j 

( (kl 十 十⋯ + )：0， ≠ j 

其中：岛， ，⋯，肆为组台 系数(k ≥ 0，l：1，2，⋯， 且不同时为零)。 

证明：i)当 =j时， 

∑岛 ：∑ c (1) 

根据定理1， ：1，故有 ∑‰pj=∑岛．因岛(￡：1，2，⋯，r)≥o，且不同时为 

零，故得 ∑‰p{>0． 
l 

ii)当 i≠ j时， 

同理 p{=0，故 ＼1 =0． 
1 

综台 i)，ii)知定理成立。 

3)路向量组合与关联矩阵 M 的广义逆矩阵 

定理4 OFRG关于 的关联矩阵M．的广义伴随阵 各列由除 外的各瑗点到 的 

路向量 (J：1，2，一 ，z—1)的非负线性组台 (岛)构成。其中 岛表示对应组合系数组成 

的向量 岛= (岛 ，恕 ⋯， )． 

证 明 由定理 3有 

1 1 一 

ivy(pl(岛)， ( ” ( ))=diag( ， ，⋯， j 

’  

令 ＼、k‘：det(M ) (j：1，2，⋯，n—1) 

则 (pl(岛) ( )⋯ l(k 1))：det( )I⋯ ) ) 

因 OFRG非空 det(M． )> 0_4 ． 

且 M (pl(岛) ( )⋯ ，( ，))M．]det(̂ M：)= 

根据广义逆的定义 

(pl(‰) ( )⋯ p0，( ，))旭et(M M )= 

则 (pl(岛) ( )⋯p (k。))=det(̂ 幔 ) 

根据定义 1，矩阵(pl(岛) ( )⋯ ( ))为 M 的广义伴随阵 ，定理得证。 

由定理 2知，OFRG的 M：或 的任一列j至少包含一条 到 路的结构信息。为求出 

到 q的全部路结构信息，给出下述定义和定理。 

2．2 齐次线性方程组 x=0一般解的图意义 

1)回路向量 G与关联矩阵M 

定义 5 对 OFRG的任一有向回路 G 有 m维 向量 c。，且 
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f 1 ％∈ c，且与 (同向 

(cj)．尘{ 1 ∈ 且与 c反向 

l 0 在 c， 

称 c1为 OFRG的回路向量。由此有 ． 

定理 5 OFRG中任一回路向量 c 与 M 中行向量正交。 

证明 不失一般性，设 e=(c ca ⋯c ⋯，c )，其中 q 、 、⋯，c,j非零。" 为M 

的第 t行向量。 

列 m,g=∑ ∑％％ 

i)当 cj，由于此时 q与 q各弧均无关联，故 n,~cj=0． 

ii)当 ∈ci， 与且只与c 中两弧相关联，此时 c。=” 咀 十巩k气 ，厶， 属于(1， 

2，⋯，r) 

根据 M ，c1定 义，必有 

当 一 时， = ‘ ，当 =一 时， =一 I故 。二0 

综合 i)、ii)定理得证。 

2)回路向量的组合与关联矩阵 M 

定理 6 OFRG的所有回路向量的非负线性组台与 M 行 向量正交。 

证明略。 

3)砌台空间与广义环路空间 

OFRG的 M．的 ” 1个线性无关行向量构成一组基，由这组基决定的空间是 m维空间 

的一个 ”一1维子空间，称为OFRG的砌台空间 】。OFRG所有回路向量及非负线性组台构成 

m维空间的一个 m一"+l维子空间，称为OFRG的广义环路空问。其上的元褥为广义环路向 

量，记为 b 由定理 6知，广义环路空间是砌台空间的正交补空间。据此有下述定理。 

定理 7 OFRG的广义环路空间可表示为( M：M )l，这里 l为任意 m维向量。 

证明 由定理 6知，广义环路向量满足方程 lVl~x：0，( 为 m维向量)。 

其一般解为 =( 一M：M，．)f【5_，(1为任意 m维向量)．知 rank(j，，|一M：M )= m 

”+1，故(L —M M，．)I表示 OFRG的广义环路空间。 

由定理 7知，m阶方阵j，，| M：M 中的 m— +1个线性无关列向量为 OFRG中的广义 

环路向量。令其构成的矩阵为 且，任意 m H十1维向量 ∞，则OFRG的广义环路空间可表示 

为 且崛，且 Î̂且崛 =0 

2．3 线性相容方程组 M = 。一般解的图意望 

由定理 1、2、3知，OFRG顶点 到 的路向量 及其特殊的非负线性组合，满足方程 

M = ，(J： 1，2，⋯， 一1)，合并 " 1个方程得 M = I|卜 ，于是有如下定理 。 

(1)一般 OFRG 

定理 8 OFRG关于 的全部路向量包含在方程  ̂ = 。的一般解 M：+(k— 

M：M )L中。其中 L为任意适当阶的矩阵。 

证明 方程 M，．x= 的一般解为 x=M：+(k—M：M )L由路向量 p与M．的 
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关系定理 1、2、3知 OFRG关于 的全部路向量包含在 M +(k ／Yr．M．)L中。 

由此可知，若称 的和 1非负线性组合为路束向量 p(j)，则 P(J)与广义环路向量 bj的 

代数和仍为路束向量。 为一特殊的路束 向量(和 1，即组合系数之和为 1)． 

2)树型 OFRG 

定理9 对树型OFRG(” 一1)，关联矩阵 M 的广义逆M =／Vl,,1(普通逆)，且 M： 

的各列向量为对应顶点到 u的路向量。 

证明 因 " = "一1，M 为 'I 1阶方阵，且 rankle／ = ，I—l，故 ／Yr．=M-】，根据 

det( )的图意义，此时det( )=l_故 =／yr．'=M：，且 M．M：= ，(M=为 

M 的伴随阵)根据定理4，M：的各列向量为对应顶点到 路向量的和非负线性组合，而树 

型OFRG任意两顶点阃，有且只有唯一路向量，故知 ／vr2的各列向量为对应顶点到 的路向 

量。 

根据上述定理，此时方程 M．x= 工卜。有唯一解： = ／Yr． 为路向量矩阵。 

3 寻找链路 的方法 

3．1 寻找路向量 

1)对上述结论加以修改，将得出求取全部路向量的方法 

对任一 OFRG关于 的关联矩阵 M ，存在一 m阶置换阵 Q，且 Q =(M )= 

M(n)，其中 ((n一1)×("一1))为OFRG某跨接树关于 的关联矩阵rank = n一1， 

M (("一1)×(m一"+1))为其连枝组成的关于 的关联矩阵。根据矩阵广义逆的定义， 

易知，矩阵(0 ( ) ) = f 1为 M(， )的一个广义逆 M (n)． 

实际上，M(t0PM(n)=(jⅥl )l "r- l(jⅥ| )=k (̂ )=M(n)由定理9 

知，M (t )的各列向量为 OFRG中除 外各对应点到 的一个路向量。 

而此时，k一 州 (一 (Be 
由图论知，Bf=(I 一删 ( ) ) 为OFRG关于 的基本回路矩阵。故方程组 

M = JT卜 的解可表为： 

x=Q= ( z)+(k一 (n)M(／I．))1] 

= Q +(一 洲 
则 X Q 

Mjf1] Q(P+Bfh) 
其 中 为(m— n+1)×(， 一1)阶矩阵 

若引入环和 0，极小 rain运算 ，限 ‘之元在[0，11中取整数值，则 x=minQ(P0 

珥‘)即为 OFRG关于 的全部路向量表达式。并且rainQ 为 OFRG的全部回路向量。 

2)
．

0—1矩阵 A(0)乘方法 
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． f ．．．．．．．．．．．．．．．一 — —  

若 (O)垒 A(O)A(0)⋯A(0)，则 

定理 1O [ (o) 为OFRG中 q到 长为 的路的条数。 

定理 11 [A}。 (O)] (O)] 进行与运算，结果 中各非零元对应的顶点为 q到 路 

的中间点。其中[A (0)] 表示A (0)的第 t行向量，[ (0)] 表示 A (0)第 J列向量。k， 

均为整数。 

由于OFRG顶点数有限，根据归纳法，作有限步的运算即可求得 到 长度为k各路的 

结构(顶点序列)。据此不难求得 到 的全部顺路向量(路中各弧方向相同)。 

若要求一般路向量可利用OFRG的邻接矩阵求乘方的方法求取“ 。 

3．2 链路方程的建立 

根据文[2]及 2中所述，OFRG关于 的链路方程包含在下式中 

墨 =一[k(M：+(k—M )1)】1[in] (1) 

由3．1知，OFRG关于 的所有链路可表为： 

墨 =一[砥rainQ(P0 Bf) )r[In] (2) 

著欲求链路( +％)，则有 

= 一 [K(minQ( 0 Bf) )r[In] (3) 

这里 为第 j个元为 l的单位向量。 为(m "+1)×1的列向量，其元在[0，1]中取 

整数值。 

显然，当 OFRG为树型图时有： 

R ： (删 ：) [in] (4) 

= (Ⅺ e ) [1n] (5) 

若令 k=(岛-kl2⋯ kl ，b ⋯k2 --， k⋯盘| ) ，利用留位乘法，方程组(2)， 

(3)，(4)，(5)可写为 

m> R =一[M @ (minQ(P0 Br) ] k 

= 一 [M，@ (minQ( ④ 珥) )] 

m= n—l，R =一( @ M：) 

= 一 (帆 @ lUC．e~) k 

当然利用留位乘法及广义逆系数分离技术+(1)式也可表示为 

R =一[M 圆 M ] k 

这里 M 表示 M：按列分离系数的结果。 

4 结论 与实例 

(2 ) 

(3 ) 

(4 ) 

(5 ) 

(1 ) 

4．1 本文的主要结论及意义 

1)产品链路方程的普遍公式 

公式(1 )、(2 )、(3 )、(4 )、(5 )在理论及算法研究中均具有重要价值。用它可对三级 

OFRO~ 个产品的拓扑结构进行完整分析，其拓扑与几何意义明确，形式规范、简捷，从根 

本上改变了OFRG结构分析的原始方法。 
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2)矩阵留位乘法 

矩阵留位乘法实现r产品拓扑与几何信息的分离，便于处理，同时又将两者有机地联系 

在一起，形成完整的产品链路方程。 

3)求取链路方程的关键在于求取路 向量，笔者提出的两种方法均能实现这一 目的。解 

线性方程组法既可求取路向量，又可求取回路向量，这对功能方程的建立是非常重要 的。对 

求得的路向量进行简单分析，既可识别出误差传动链，尺寸链，以及相应的关键尺寸，零件或 

部件。 

4)这里的方法与结论有多方面的应用领域，更是首次应用于计算机辅助公差设计的研 

究中。据此基本解决了 OFRG逻辑功能的实现问题。 

现举一例说明结论的应用： 

图 l为一部件图，选 h、 、 、L、 为部件向量， 、r2、 为功能向量，A ＆ G D、E 

为对应原点，求关于 、 的链路方程。 

图 l 部件图 图 2 部件 旺％  

选 D点为基点 ，作部件On 如图2，由此知，OFRG m：4’，I：5，完全关聪矩阵 M 

与关于 q的关联矩阵 M。分别为： 

l l 

1 0 

0 — 1 

0 0 

0 0 

0 l 

0 0 

1 0 

1 0 

0 — 1 

， M  

l l 

1 0 

0 — 1 

0 0 

0 l 

0 0 

1 0 

0 — 1 

1 0 0 

l 0 l 

l l 1 

0 0 — 1 

蕃 部件连接向量组 k=(岛 ，k ，⋯， ) ，其中非零元 k = h， =一 ，k 

， ‰ =一 ， =一k 代公式(4 )得 OFRG关于 q的位方程 ： 

其中 R =一( 圆 ) k 

(M @ ) 

O l 

- l l 

0 o 

0 l 

o o o o o 

o 1 o o o 

o o o o o 

1 o o o o 

o 一 1 

o 一 1 

o o 

0 一 l 

1 o o o 一 1 o o 

1 o o o 一 1 o o 

l o o o 一 1 o o 

l 0 o o 1 o o 

0 O O 

o 0 o 

O 0 O 

O O 1 

http://www.cqvip.com


52 重庆大学学报 (自然科学版) 1999韭 

则求得所需链路方程如下 ： 

rl= 矗l】一 2一如 + 如 一 b + k = L + k —L3一 h 

= + k =一 L4 

=一 k控+ + 一 + k — k ⋯ L3 h + k 

上述方程表明了 OFRG中部件向量与功能向量问的关系。据此可判断关键尺寸、计算功能公 

差的敏度系数及判断公差类型“ 等特征。 
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Flmetior~l Relationship Graph and Its Graphical Significance 
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ABST姒 cT：1he or&lmlsof1】u蹦魄 the equ 0nsd chain-vralkdproducts(derremts口 C1~22- 

O3nents)with(2omput~：r—aided n神 谢  s~died，1he concepts of 0．1 matrix、 generalized ad． 

jointmatrix of amamxare put ． Drae~ods offindingthe equationsofdaain-vr~lk．the pr(2duct 

d rna oeswhicI1keepsits bits andthen 出Dd ofinvolution，are cI ，1l1el~sulatarlt eham—walk 

equations are the嘎啦nic~v_bining 盯ns，．m 蛐 the tc~lcgleal and geax~ncal~ tion of a 

product，7hey convenienth  setting upthefunction equatJClZSwith computer-aided rnelh~ 

KEYwoRDls：∞删Ⅺ礁f-a|ded desk ：~leranelng／equation d&ain-vrAk 
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