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摘 要：通过引入相关系数，解决 了任意区域三角单元阿格的逐次剖分过程 

中，单元细分后单元编号刁=连续的情况。采用相关系数法，可方便地对具有 多种媒 

质 区域的网格进行加密剖分。 
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在有限元法计算中，将求解区域进行网格剖分是一项十分重要的前处理工作，在文献 

[1]的基础上，文献[2]给出 一个二维有限元网格的逐次细分法，即在输人最少量原始单 

元、节点编号及节点坐标信息的基础上，以三角单元各边中点为新增细分点，自动地将每个 

三角单元分成四个全等的三角单元．经过若干次细分后，便可得到满足足够计算精度所需的 

剖分单元。 

然而，这种细分方法细分后节点编号没有经过优化(线性有限元外推插值方法正是以这 

种逐次细分方法为基础来建立待求区域的网格剖分的)，单元编号十分混乱，在求解分片均 

匀媒 (特别是含有均匀非线性媒质)的边值问题时，同种媒质区域内单元不再能连续编号， 

这将导致编制的有限元计算程序十分复杂，为了解决这个难题，笔者在网格逐次细分中引^ 

相关系数，并给出了一种更为一般的二维有限元网格的逐次细分法，使得网格细分后 同性质 

区域内单元编号连续，并为高精度的有限元外推方法的推广使用创造有利条件。 

1 三角单元的细分 

1．1 相关系数 

为了使在分片均匀边值问题的求解中具有相同性质的区域剖分单元编号连续，笔者在 

对求解区域进行网格加密剖分之前引^“相关系数”。它是用一个数对将剖分的单元的某一 

边的两个节点联系起来，其目的是给细分过程一个识别号，使单元编号在加密剖分后在同种 

媒质中连续。 

设 s为三角剖分单元一边上的两个节点，且 r< s，则我们称 s两点相关，并用相关 

系数“ s)”来表示 ^s的相关关系。 
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1．2 加密后节点编号 

设需研究区域已被分割为 E个单元和P个节点的有限元两格，对每个单元，用直线连接 

三边中点，得到四个全等的三角形。设 e为 E中的一个单元，则上述过程如图 1，图2所示(节 

点编号 群< < 《， = 盂)． 

E(矗) t ) 

图 l 细分前某一单元 图 2 细分唇某一单元 

由于一次细分后，每边中点成为新的节点，所以新增加的节点数等于原来有限元网格 

中边的数 日 L根据拓扑学可知，对无孔洞韵区域，有： 

L = P + E 一 1 

由此可知，细分后有限元网格的节点总数为： 

P = P + L =2P + E一 1 

对于原来的 P个节点，其编号保持不变，对于新增加的 L个节点，在 P十1至 P+L范 

周内进行编号。对于每一单元，边上新增的节点是靠边的信息(两端 点编号)来识别的，为 厂 

方便地确定三个新节点的总体编号，必须使新节点总体编号与边的信息之问存在简单的一 
一 对应关系。 

对细分前的网格中的每条边，均用两端点编号从小到大的顺序组成的数组来表示。如某 

边的一个端点编号为 另一端点编号为 (s> r)，则该边用( s)来表示，井称端点 r为始 

点，端点 s为终点。这样，L条边便可用L个数对唯一地表示。 

接着将 L对边信息按终点号进行分组，终点号为 (i=2，3，⋯，P)的称第 i组边信息。 

对同一组边信息，按始点号从小到大的顺序依次排列。将各组边信息按终点号增加的顺序依 

次排列，可得序列： 

A = ；( ，i)，⋯，(7 ，i) I =2，3，⋯，P} 

其中 < 畦 < <⋯ < 表示第i组边信息的始点号，且表示第 i组边的数目。(显 

P 

然， =0，L： ＼1B)． 

在终点编号指定时，与之相接的边可用始点号来表示，所以上述序列可用下列两个序列 

来代替 ： 

A= ； ”，⋯， “，⋯√f 0 I i=2，3，⋯，P} 

D = {d ， ，⋯， { 

其中 d ：0， =1，如  =L+1，如 = 1+ ，(3≤ m≤ P)． 

现根据序列 A对新节点进行编号。若某新节点对应的边信息在A中的序号为K 列该新 

节点编号为 P十K． 
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设用数组 n存放序列A用数组 仍存放序列D．根据数组 舱和Ⅱ)，便可方便地确定任 

意一条边上新增加的节点编号。例如，对于边( s)(s> r)，根据数组 仍 可知 r存放在数组 

fA中的地址范围为 Ⅱ×s)一 Ⅱ× +1)一1，将该范围内元素 L K)依次取出与 ，一进行比较， 

如果 硒 = n则边 (̂ s)上新节点的编号为 P+K． 

3 2 

图 3 细分前单元及节点编号 图 4 细分后单元及节点编号 

例如，对图 3所示的有限元网格，舱 和 仍 的内容分别为： 

IA= (1，1，1，2，3，2，4，3，4，5) 

ID = (O，1，2，3，6，8，11) 

1．3 加密剖分前、后单元编号 

虽然有限元法中的单元编号次序可以是任意的，但为了使计算程序简化，应将媒质参数 

相同(即同种材料)的单元连续编号，在同一种媒质中单元编号完后，再接下去对另一种材 

料中的单元进行连续编号。在引人相关系数后，则可对剖分区域的单元细分前、后 自动按上 

述要求进行编号。 

例如，对图1所示的任意单元 e(原单元编号)，细分后所得到的四个单元编号分别为：中 

间的单元编号取为4 e，其于3个单元从编号小的顶点开始，按顶点号增大的方向依次对新增 

单元编号： =4 e一3，也 =4 e一2， =4e一1，图2则表示 了每个细分单元的编号。 

因而，如假设图3中单元①、②所在区域的媒质系数与单元③、④、⑤所在区域不同，则 

细分后单元编号及节点编号如图4所示。 

1．4 细分算法 

根据以上斯述形成的三角单元细分算法如下： 

1)将待细分的网格节点相关系数及所有边信息存人数组 G 仍 中． 

2)计算各边中点编号、坐标和确定新的相关系数。 

对 i=1，2，⋯，P'执行 ： 

Ⅱ)K = )，玛 = i+1)一1； 

b)对 K= K，K +1，⋯，玛执行： 

／A(K)， P+K (玉+x~)／2， #( + yj)／2； 

C)确定新的相关系数 G(‘m)，G(j' ： 

3)细分后单元编号。 

在采用 了相关系数后，网格细分前的网格单元是 自动编号的，而细分后，新的有限元网 

格是按下述规律进行 自动编号的： 
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e4 P，e．c4(e 1)+t ( =1，2，3， 为细分前某一单元的编号)． 

4)细分后网格节点总数和单元总数分别为： 

P = 2P + E 1． E = 4E 

5)如果继续细分，则从(1)开始重复执行各步。 

对于无孔洞的削分区域，经过 次细分后，单元总数和节点总数分别为： 
 ̂

E =4 E， =2 P+ 2 (4 E—1) 
百  

2 结 论 

笔者针对实际场计算中分区均匀的情形．对二维有限元逐次细分法进行了改进，使之更 

加完善 。并蒋这种方法应用到有限元外推插值法的前处理中，取得 了令人满意的结果．体现 

j'相关系数的引人在网格逐次剖分中确定单元编号时的重要性和实用性。 

但是，由于在确定新增节点过程中，节点的编号是非优化的，因而 由此形成的有限元刚 

度矩阵的带宽非常大，这是它的不足之处。而当解有限元方程采用迭代法时，因只存储系数 

矩阵中的非零元 素，而非零元素个数与节点编号无关，所以节点编号的这点不足可以不进行 

调整。 

笔者给出的方法可推广到三维的情形。 
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