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摘 要：针对可压的泡沫硅橡胶材料，基于应变能密度函数可解耦为相对独立的等客变形和体积变 

形两部分，提出了泡沫硅橡胶材料的应变能密度函数，给出了材料的奉构关系。并根据虚功原理，利用 

完全的kagrange格式进行有限元分析，推导了有限变形的增量形式，获得了有限变形下的非线性有限元 

列式，编制了剐度矩阵的计算模块。它可以推广并用于任意的几何非线性和材料非线性的可压超弹性 

材料的力学性能分析。 
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橡胶类材料具有许多优异的力学特性，能够缓和 

冲击、耐磨 -减振等，它广泛用于重要设备的防护及结 

构内部的填充等。泡沫硅橡胶作为一种新型的高分子 

材料，它是根据特殊的发泡工艺制作而成，是一种比重 

小、成孔容易的多孔可压橡胶材料，由于其良好的力学 

特性，近年来已被工业和国防建设所采用，具有巨大的 

应用前景。 

关于多孔隙的橡胶类材料，文献中对其力学性能 

进行了一定的研究，并提出了一些可以描述其力学行 

为的细观结构模型和广泛适用的热力学宏观模型。由 

于这些模型大都是经验型的，其本构关系普遍存在形 

式复杂、参数繁多且部分参数难以确定的缺陷。 

Mconey基于描述变形特征的应变能函数。提出了针对 

不可雎『青况下的Mooney型橡胶本构关系0】，得到广泛 

的应用，但该本构关系在描述橡胶材料的大变形时与 

实验有很大偏差，Yeoh 根据大量实验建议了一类新 

的本构关系，该本构关系与橡胶材料的大变形实验数 

据吻合较好。同时，为克服材料不可压在非线性数值 

模拟中的体积闭锁现象以及克服材料不可压假定所带 

来的本构约束，Blat~和 K0 提出了针对近不可压橡胶 

类材料的本构关系。然而，对于既存在材料可压缩性 

又含有多孔结构的橡胶类材料，关于其应变能函数的 

形式和本构关系以及它的有限元形式的推导迄今尚未 

获得普遍承认的研究成果。 

作者基于应变能密度函数可解耦为相对独立的等 

窑变形和体积变形两部分，提出了可压多孔橡胶材料 

的应变能密度函数，给出了材料的本构关系。并根据 

虚功原理，利用完全的 Ia卿n日e格式进行有限元的分 

析，推导了泡沫硅橡胶的有限变形的增量形式，导出了 

详细的有限元列式。它可以推广并用于任意的几何非 

线性和材料非线性的可压超弹性材料的力学性能分 

析。 

l 基本方程 

1．1 几何描述 

任意的弹性体，变形梯度张量 F定义为： 

．F=轰 
它描述了从 到 物体形状的变化。对于任何detF≠ 

0的张量 F，可通过极分解把变形梯度F分解为： 

F =RU=VR (2) 

式中届为正交张量，代表纯转动：u和 为对称正定张 

量，代表纯粹的变形。在有限变形情况下，通常用右和 

左 Cauchy-Green变形张量C和口来描述物体的变形： 

c：FrF，B：FF ：口：RCRr (3) 
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j手且，张量u和 的特征值  ̂被称做主方向线元的伸 

长比。因此，单元体在变形过程中体积的变化可由变形 

梯度 F的雅可比行列式J表示为d =Jd 。而且右和 

左Cauchy．Green应变张量 c和曰的主不变量可以定义 

为 ： 

， =fr(c)， ={[ 一 (C )]， =J =det(C) 

(4) 

应变张量 c和曰的特征值分别可表示为相应的伸长比 

的平方，所以 c或曰的不变量可由  ̂表示为： 
3 1 

， =∑ ：， = -̂2 2(V ≠ )．，，=n̂ (5) 

Creen应变张量 E定义为： 
1 ' 

=  i(C—1)§％ ： (C 一 ) (6) 

式中8n代表Kronckel符号：． 

1．2 本构关系 

橡胶类材料通常作为超弹性体进行处理，并归结 

为 Cauchy弹性问题。在等温条件下以及只考虑纯力学 

过程，进一步把介质模型化为各向同性物质，因此应变 

能密度函数是右变形张量 c的函数，也是左变形张量 

B的同一函数。这个函数可以表示为(B或c)的不变 

量的函数或者表达为伸长比的函数，因此单位体积的 

应变能密度函数可以表示为： 

W= W(， ，，2，J=， )或 = ( ， 2， 3) 

(7) 

若应变能函数表示 = (， ，， ，J=， )，第二类 

Piola-Kirchhoff应力张量 与应变能函数 的关系 ]： 

s=aW／3E=2(aw／ac)=2{ l+ 
awl 1

一 c)+ aWl 1 l c+c2))(8) 
利用第二类Piola—Kirchh0 应力张量 S与Cauchy应力 

张量 的关系 =J ( r)可得Cauchy／~3'3张量 

的分量表达式： 

：  
． ：。。 + 却 瓦执- “ 。D 

口L +口2％  (9) 

上式中： 

n = 

3W 
= 2J( +， )， 

Ⅱ =一2J． 3W 0o) 

当应变能密度函数取 W：W( ，， ， )时，Cauchv应 

力张量的主应力与应变能函数的关系表示为： 

：  ̂ i：1，2，3 (11) 
^ I 

因此，描述橡胶类材料的非线性弹性行为，必须提出适 

台的有限应变下的应变能密度函数。 

2 可压多孔泡沫硅橡胶材料的应变能函数 

作者研究的对象是可压泡沫多孔硅橡胶(硅泡沫) 

材料，可作为可压超弹性体进行处理。而且可压超弹性 

材料的变形可看作是由等容变形部分和体积变形部分 

的叠加，利用不可压条件，可以得到等容变形部分的伸 

长比为： 
1 

 ̂= J。j  ̂ (12) 

借助等容条件，有 =1。可压超弹性体的应变能 

密度函数可以分解为等容变形 和体积变形 两部 

分： 

W = ( ， ， ，= )+ (J) (13) 

对于弹性开孔硅橡胶材料，在载荷作用下首先孔 

壁产生弯曲变形，当胞孔完全塌陷后，则承受载荷的是 

基体材料，因此孔隙度的高低对于多孔硅橡胶材料的 

压缩性能有重要的影响。作者根据单轴压缩实验和孔 

隙度对应力应主为关系的影响，提出了反映体积变形 

与孔隙度关系的体积应变能密度函数： 

w(J)=D(1+(1一n ){) 

(1一晰)E(J一1)In／，D>0 (14) 

式中 表示初始孔隙度， 。为橡胶基体材料的弹性模 

量。D为材料常数，反映了可压情况下孔隙变形导致的 

体积改变对应变能密度函数的贡献 其值可由实验数 

据拟和而得。由方程(14)，可以得到橡胶材料的体积模 

量 与体积变形J和孔隙度的关系： 

K=a l l=D(1+ 

(1一 )E(J～+J )l l (15) 

由上式可看出，体积模量随孔隙度的增大而降低，抗体 

积变形能力随压缩变形的增大而增加，这与压缩实验 

的测量是一致的。 

对于等容变形部分，作者采用 Ogden的不可压应 

变能函数和式(12)，得： 
2 

(j ， ，j，)=∑吼C,~fo+i +j 一3) 

(16) 

式中‰、B 是由实验确定的材料参数，其中 的值控 

制了变形曲线的形状。对于孔隙度大于5O％ 的硅橡胶 

材料，可取 B =2，一2，因此，根据表达式(13)，(14) 
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以及(16)可以得到多孔硅橡胶材料的应变能密度函 

数： 

W=Ⅱ (j +j；+i 一3)+a2( + + 

ji 一3)+D(1+(1一 ){) (1一研)E(J一1)ln／ 

(17) 

显然，多孔硅橡胶的应变能函数包含 3个附加的材料 

参数，其中 n 和 。 用于刻画材料在等容情况下的剪 

切变形的影响，而D则描述了依赖于孔隙改变的纯体 

积变形对应变能函数的影响。 

3 有限元列式 

根据虚功原理，外力在虚位移上所作的虚功等于 

内力在虚应变上所作的虚功 ，即物体的平衡方程 

变分形式取为 8u = u 。作者采用垒拉格朗 日格 

式，即应力和应变张量是定义在初始时刻的位形上，因 

此内能可表述为： 

U 。=l s E d (18) 

式中的品和E 为上节所定义的Piola-Kirchhoff应力张 

量和拉格朗日应变张量，R 为变形前的体积，位移用 

增量形式，所以有： 

)=』 + 

』 [{( ．等+ 鬻) × 

』 + 
其中 和C 分别为初应力张量和材料张量，并且 

= = =GB~,a + 

2{ 8 +a瓦w(，_ 一即 )+ 
3 W,1 岛

一 It即 )) (加) 
c = a2w 

： 2篙=2l3a2 W aw ,a $ 一 
r L1I DN1．1 L21 oN】'] 

I 。 如 。Ⅳ 

：  

。Ⅳ1．

Lla

： “

oNi

：

,
]

。“  ． 。 

0NI
,]

。“ ． 

1 Ll2 0NI．2+L13 oNI L 0NI，3+L oN1．2 

L l_ nlv】，+L， nⅣl l L，l nN1 + L* nN_l 

)+ (1j 一 ( 一B + 

繁(12B~一ljB +B~Bg)(6a 一ljB +GG)+ 
3

d

W

i 
( Il8 一Ba3t一11 8岛 一 

目+84 + 岛)) (21) 

外力的虚功部分表示为 

乩r租=I R aud (22) 

因此，通过离散积分区域和引进形函数可得增量位移 

形式的有限元方程： 

K {Ad {R { 一{，|l1{ (23) 

其中 n为载荷的分级数 ，{R }和{， }为外力和内力 

矢量，[ ]是包括了几何相应部分[懿 ]和材料相应 

部分[蜀 ：的切线刚度矩阵，它可写为： 

[ ]=[K ]+[ ] (24) 

]=}[B ] ][ ]讽 (25) 

[‰ I[B C] B ：dR (26) 

对于可压泡沫硅橡胶三维单元，联立方程(18—26)可 

得切线刚度矩阵的具体形式。 

3，1 线性应变一位移转换矩阵 

B = B∞+ B̈  (27) 

『D = 

： ∑N 。 

ofvn．1 

oⅣn．2 

0 ．1 

0  0  

～ ～ ～ ～ 一 ～ 

0  0  0  

0  0  0  

0  0  0  

0  0  0  

u 

一 

= 

= 

其 

以 M 厶一 

； + + + 

如 如 

Ⅺ Ⅳ Ⅳ Ⅳ 

O 0 O + + + 

删 m m 
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其中：￡ ： 苫。 ． u ， 

。 ,2

一

U2， 

L = 

L2I 
。 

￡．：=∑ ． t L ：(∑ u )／。； 

主] 
『o o 0] 

： 1 0 0 0l (28) 
【0 0 0J 

B = 

0Ⅳ】I 

m  

0
Ⅳ】

． 3 

0 0 

O 0 

0 0 

0 1 

0Ⅳ2．2 

0Ⅳ2．3 

oⅣ I 

“  

3．3 第二类 Piola—Ki~hhoff应力张量的应力矩阵： 

=  ] 

=  

】 

笠  

S 

4 本构关系的数值实现 

[R]= = 

S 

S 

s” 

(29) 

'tl -
2̂2+  ̂)一 】̂ 

等(̂ 一1)(a2一1) 

链 
其中 

日 {硒alt a旦E~aE, a 6 1 (38) 

便于有限元程序对剐度阵的计算要求，还要对应 

力 一应变矩阵[c]进行定义，针对可压泡沫硅橡胶的 

应变能函数可表为伸长比的函数，因此可得到应力应 

变矩阵[c]的元素 巴： 

c =([w．]}GI {G}；+i G} (3o) 

其中可设定以下矩阵： 

{G ；：{ aat 8A2差) ： (31) 

{G { ) (3’) 

：  

f 

： =I l 
82W 

； ： {差差差) 

A L 

2̂2+̂ ；)一̂ 

等(̂ —1)(̂；一1) 

冬(̂；+̂；)一̂． 

等(̂；一1)(̂ —1) 

： 【 82I]： 

a／． 

a 

L 
a 2a 

厶 

a 3a ‘ 

a L 
a 】a 

厶 

a j 

L 
a 3a 

a ‘ 
a Ia 

a L 
以 2â 3 

厶 
a 

(33) 

(341 

f35) 

(36) 

(39) 

根据式(28—39)即可以求得应在变矩阵的元素，利用 

它能有效的进行有限元程序设计。 
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结 论 

从建立描述材料变形特征的应变能函数出发+提 

出了适合多孔隙、可压硅橡胶材料的本构关系。应变能 

函数可解耦为等容和体积变形两部分，所提出的对应 

体积变形的应变能函数能够描述可压多孔泡津硅橡胶 

的非线性弹性变形行为。 

利用完全的拉格朗 日格式进行有限元的分析，推 

导了泡沫硅橡胶的有限变形的增量形式，获得了数值 

分析的有限元列式。通过编制刚度矩阵的计算模块 ，它 

可以推广井用于任意的几何非线性和材料非线性的可 

压超弹性材料的力学性能分析。 
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Hyperelastic Constitutive Relations and Finite Element Formulation 

f0r Porous Silicone Rubber 

LI fong ，LIUZhan-fang ，JIANKai-lin ， Won- 

(1．Department ofMechanics，Chongqing University+Chongqing 4OOO44，China； 

2．1nsdtute of StructureMechanics，ChinaAcademic ofEngineering Ph~ics，Mianyang 621900，China) 

Abstract：qhe strain energy density function which w且s decoupled into isoehofic parts and volumetric parts is presented for 

describing mechanical behaviors of compressible porous silicone rubber material，the constitutive model is then attained ．The 

finite element formulation for isotmpie hyperelasfic porous silicone mbber is d~eloped by use of total I~ ealq method． 

Key w~rds：foam silicone rubber；hyperelasfic；finite element method 
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