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松质骨粘弹性的数值分析 
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摘 要：引入基于连续介质力学框架基础之上的现代两相多孔介质模型来描述松质骨的力学行为， 

对松质骨在给定恒应力和变形下的蠕变和应力松弛等与时间相关的粘弹性行为进行了研 究 采用 

Laplace变换技术，得到了松质骨蠕变和应力松弛的解析结果 研究表明，由于秘质骨中流体组分的扩 

散和流动，松质骨呈现着一种强烈的表现粘弹性行为以及能量耗散性质。 
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人体松质骨约 占骨骼的 20％，重量较轻，具有柔 

韧性，又有支撑体型、负担体重的功能。松质骨外有一 

层密质骨的外壳，从而增加了骨骼的强度和硬度。松 

质骨结构疏松，当应力通过关节传递时，能吸收部分应 

力和能量。从 2O世纪 70年代以来，国内外开展了对 

松质骨与时间相关特性的实验研究和理论分析，并取 

得了一些成果，如 Carter和 Hayes研究了松质骨的模量 

和强度对应变率的敏感性⋯；Pu 等人实验研究了松 

质骨的粘弹性特性 ；近期的研究指出，松质骨与密质 

骨有类似的蠕变特性 。但是由于要取得准确形状和 

尺寸的松质骨试样，以及采用恰当的力学模型来描述 

其力学行为都比较困难，松质骨力学行为的研究相对 

于密质骨的研究要少得多。由于与年龄相关的骨折、 

假肢松弛、以及骨重建等科学和临床同题的推动，松质 

骨的力学特性的实验研究和理论分析近年来成为骨力 

学的研究焦点之一。 

松质骨是一种轻质多孔的骨骼组分，类似于一种 

蜂窝状或海绵状的多孔固体材料。骨基质构成片状、 

杆状的骨小粱，骨小梁的结构特征与工程上的多孔泡 

沫材料骨架极为相似。在骨小梁构成的孔间，充填着 

可流动的骨髓。外部作用施加在松质骨上，将引起骨 

小粱骨架变形，造成孔问流体压力变化，驱使骨髓在孔 

间流动；同时，这种流动又会反作用于骨架的变形，二 

者是相互耦合的。必须计及固体骨质和液态骨髓之间 

的相互作用，才能较好的研究松质骨的力学行为。 

1980年，M 等 基于混合物理论建立了描述关节软 

骨的两相多孔介质模型，很好地解释了关节软骨在压 

缩时表现出来的粘弹性行为。此后，该模型被广泛地 

运用于生物力学领域。文献 等利用此模型对松质 

骨的粘弹}生性质和含液相松质骨的力学参数进行了实 

验研究。 

本研究的目的在于从固一流两相多孔介质理论出 

发，引入描述松质骨力学行为的数学模型，在此基础 

上，研究松质骨在一维压缩时的蠕变和应力松弛响应， 

得出的解析结果可为松质骨围限压缩实验研究和有限 

元等数值方法提供参考。为简明起见，所考察的问题 

限定在一维的、固体骨质为线弹性小变形的情况，并且 

将松质骨简化为一种均匀的各向同性的饱和多孔材 

料。 ． 

1 松质骨的两相多孔弹性模型 

松质骨由多孔固体骨架和充填其间的可流动的骨 

髓构成，现代多孔介质的理论框架主要基于连续介质力 

学的方法 ，这为多孔介质的理论研究提供了坚实的 

基础。在下面的方程中，与每种组分相关的有：表观密度 

(n=s表示固体骨质，n=f表示液态骨髓)，体积分 

数 (满足饱和约束条件： +{I，=1)，质点速度 ：，质 

点加速度 ，多孔固体骨质中的应力 ，孔隙中骨髓 

压力p c排除组分问的质量交换，并合理地假定固体骨 

质和孔穴内的骨髓这两种组分的材料密度保持不变，考 
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察的材料限定在小变形和等温范围内，则忽略体力时质 

量、动量平衡方程的欧拉形式分别为： 

div( “ + ．j=0 (I) 

pIn =djv 一≠ gradp一 (2) 

= )~gradp+ (3) 

上式中 u 和 分别描述多孔固体骨质和骨髓的位移。 

考虑线弹性的多孔固体骨质，则有效应力 的本构方 

程为： 

= ，+ ( -，)，， ： (gradu +grad u ) 

(4) 

式中 ( 和  ̂(蛇)为空的多孔固体骨质的表观拉梅 

常数， 是线性化的拉格朗日应变张量。此外，在等温 

情况下 表达为： 

=一0．v( 一tts, ) (5 

不难看出， 表达了固 一流两相问流动的摩擦阻力， 

称为扩散阻力；系数 称为扩散阻力系数。对各向同性 

的两相多孔材料 =( ) ， ，这里 是孔穴中流体 

的比重，k是多孔材料的水力渗透系数。此外，体积分数 

可由 = (1+ ，-，)。。直接决定，既然 ，·，《 1， 

则 在小变形范围内近似为 。 

在两相饱和多孔弹性理论的框架内，方程(1)一 

(5)结合相应的初、边值条件就构成了描述松质骨生 

物力学特性的一组完整的控翩方程。 

2 松质骨的粘弹性响应 

2．1 研究模型 

松质骨的围限压缩是将松质骨试样置于一个侧壁 

高度润滑的压力室，在其顶部通过一块自由排水的刚 

性多孔板施加均匀外部作用(应力或变形，见图 1)。当 

外部作用达到一定值时，保持其太小不变。由于侧向膨 

胀受到约束，变形和流动只能发生在一个方向上(例如 

：轴)，因此所考察的是一维的耦合问题。令=轴垂直于 

加载边界，施加在边界上外部作用 厂(I)如图 2和图 3 

所示，令一维情况下固体骨质中的有效应力用 ：(：， 

松质骨 

t)表不。 

2 2 蠕变问题 

对蠕变问题，自由排水边界的加载函数为： 

(0，t)= )，p(o，t)=0 (6) 

边界条件表明刚性多孔加载板具有足够充分的渗透 

性，保证自由流体边界。初始条件为： 

u (：，0)=0， (：，0)=0，u (：，0)=0， 

． (：，0)：0 (7) 

对前述控制方程(I)一(3)在一维情况下的形式 

进行拉氏变换，并利用初、边值条件(6)和(7)，再经过 

反变换后整理可得蠕变问题固体骨质有效应力和液态 

骨髓孔隙压力的解析解为： 

)= _r)e盎Ⅲ，lf 
2a ) 

兰 ： (r一 )dr+f(t一 =)e (8) 
V r 一 ∞  

P(：，f)= 

≠ (： 

(jI，) (̂ +2 ) 

f)+。 (=，t)] (9) 

上式中， 

t(z,t)： rq( 
一 r)g(：，r)dr (1O) 

． 0 

)= ⋯ )dr(1J) 

g( )= 1 e 圳＼ 2a ／ 一 )一 
n 

1 
e击 ( b) (12) n ⋯ 

在以上表达式中， (：)和 ， (：)分别是修正的零阶和 

一 阶贝塞尔函数，H(r)是 Heaviside阶跃函数，两个参 

数 。和b的形式分别为： 

n= ， ：丽  “一(jI，) ( +2 )’ 一(jI，) ( +2 ) 

(13) 

2．3 应力松弛 

对应力松弛问题．自由排水边界的加载函数和初 

圈 1 松质骨围限压缩图示 图2 蠕变问题边界作用形式 图3 应力松弛边界作用形式 
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始条件为： 

u (0， )= z)，P(0， )=0 (14) 

Ⅱ (：，0)=0， (：，0)=0，u ‘：，0)=0， 

(：，0)=0 (15) 

与蠕变问题类似，对控制方程(1)一(3)在一维情 

况下的形式进行拉氏变换，并利用初、边值条件(14) 

和(15)，再经过反变换后整理可得关于应力松弛问题 

固体骨质有效应力解析解为： 

d (：，t)=一(̂ +2 )(Ⅱ (：，t)+ 

bM (：．t)) (16) 

式中： 

(z,t)： 一 ) r 
V 0七 

f 盈
2a ／

1H(r一 )dr (17) 

(=， )和 (：， )分别表示其对时间的二阶和一阶 

偏导数。骨髓压力解析表达式为： 

p(圳 ： ( (z)一 

( )) ( )一M ( )) (18) 

式中： 

m)=杰 (⋯ ，0(一 (19) 
( 和 (t)分别表示其对时闽的二阶和一阶偏导 

数。 

在以上应力松弛响应表达式中， (：)是修正的 

零阶贝塞尔函数， ( )是 Heaviside阶跃 函数，两个参 

数 口和b的形式与(13)式相同。 

2．4 算例 

根据上述松质骨蠕变和应力松弛中骨架应力和孔 

间骨液压力的表达式(式(8)、(9)、(16)和(坞))，编制 

了相应的计算机程序，计算了相应的算例。图2和图3 

为边界上所加应力和位移型式，其中，d (O，t)=6．0 

kPa，Ⅱ =2．0mm，z =10．0s。算例中松质骨的材料参 

数取为：≠ =0．60， ：0．40， =1．80 g／cm ， = 

0 90 g／cm ，E = 63 60MPa， = 0．30， = 0 01m／s。 

图4表示蠕变过程中固体骨质有效应力随时间的变化 

规律，表现出松质骨的波的传播特性、松质骨的表观粘 

弹性和能量耗散特性。起初固体表面轴向有效应力增 

加较快 ，离表面越深的地方应力增加越缓慢。在整个加 

载和蠕变的初始过程中应力随时间不断增大，直到最 

后轴向有效应力达到一稳定值，不同深度轴向有效应 

力值趋于一致，直至平衡。图5是孔隙间骨髓压力随时 

阃的变化关系，在表面附近骨髓的压力在加载过程中 

增加较小，且与较深处压力几乎同时达到最大值，这是 

由流体的不可压缩性假设造成的。从图中还可以看出， 

在加薮过程中沿深度方向压力随时间均增加，在蠕变 

阶段压力随时间逐渐减小，直至最后减小为零，即达到 

平衡状态。平衡后，流体停止流动，外加载荷全部由固 

体骨质承担，这时固体骨质有效应力保持不变。从图 6 

中可以明显地观察到在松质骨表面附近的应力松弛现 

象。由于松质骨中液体骨髓向外流动，所以在表面附近 

应力峰值很快松弛，到 200 s左右趋于平衡态。而在较 

深的地方，应力明显滞后，表现出强烈的粘弹性性质， 

看不到应力峰值出现，无应力松弛现象。沿深度方向上 

各点有效应力最终趋于一致，达到平衡状态。而图 7 

中，在松质骨表面附近，压力随加载过程增加较少，在 

较深的地方，由于骨髓的不可压缩假设，压力几乎同时 

达到最大值，且随深度的增加压力最大值趋于一致。同 

时，在加载过程中，压力随时间均增加，外加变形一定 

后，即松弛过程中，压力值随时间逐渐减小，直至达到 

平衡状态。在平衡状态，流体停止流动，压力为零，固体 

骨质中有效应力保持一定，外加载荷全部由固体骨质 

承担。 

图4 蠕变过程中轴向应力随时间的变化 图5 蠕变过击中压力随时间的变化 

∞ 蚰 Ⅱ 拈 如 吣 0 
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囝6 应力松弛时轴向应力随时间的变化 囝 7 应力松弛时骨髓压力随时间的变化 

国内郭玉明等 ‘对松质骨的蠕变和松弛等粘弹性 
性质进行的实验研究以及刚芹果等。 利用本文所采用 

的固液耦合模型对松质骨的压缩实验研究所得结果与 

上述算例所得结论是一致的，说明此模型对松质骨力学 
性能的研究是适宜的 

3 结束语 

笔者通过对松质骨结构特征的观察，引入了描述松 

质骨的两相多孔弹性模型，并利用 Laplace变换技术，对 

松质骨一维蠕变和应力松弛问题进行理论分析，得出了 

松质骨固体骨质的变形、有效应力及骨髓压力与时间的 

相关特性及它们之间的耦台关系 由于松质骨中流体组 

分的扩散和流动，松质骨呈现着一种强烈的表观粘弹性 

行为和能量耗散性质 松质骨中的流动机制是松质骨的 

表观粘弹性和能量耗散现象的根本原因。所给出的解析 

结果将为松质骨牯弹性质实验研究及松质骨动力响应 

有限元分析等数值方法提供标准参考。 
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Abstract：A one—dimensional c~eep and stress relaxation response of cancellous bone to instant lnsding is investigated hased on 

the studies with scanning microscope．Call emlcellous bone be viewed as a cellar solid consisting of all；nterconnected skeleton 

6lied th reedulla．A two·phase poreelustie model is；ntrodueed to desedbe the cancellous bone．in which the tissue 

(mateda1)demities of the skeleton and medulla aIe assumed to be unchangeable while the corresponding apparent densities are 

changeable due tothe change of volumefraction．n  gm,erning equations aIe derivedforthe ease of alinearporeelastie solid 

skeleton saturated with all；nviscid medulia．Under the lending ．responses of the skeleton Sll'eSS船 we1l船 the reed【】llar~- 

pressure are obtained th Laplace transform technique．The Computational result shows that the cancellous bone；s provided 

with certain features similar to those appearing in viscoelastic solids，which ItIPAM~ the responses．do not only depend on time， 

butfmchermore depend on previous loading history
．

"

． Itis worth paying attendon tothe resultthatthemedullary pressure cfln be 

negative．n is pointis dueto the recovery ofthe skeleton afterun loadingwhereasthemedulh is not squeezed out but absorbed 

intothe pores by suction． 

Key words：cancolious bone ；viscoelastiei~-；porous medium 
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