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摘 要：在 BP神经网络的基础上，结合 Legendre小波构造了Legendre小波神经网络。由于 Leg— 

endre小波在区间[0，1)上具有分段表达式并且为多项式的特点，因而构造的 Legendre小波神经网络有 

结构简单、收敛速度快等优点。以神经网络的BP算法作为Lengendre小波神经网络的学习算法，用有6 

个Lcgendre小波基函数的 Legendre小波神经网络对一个函数进行逼近分析，得到了较好的逼近效果。 
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神经网络以其快速的并行处理能力和其强有力的 

学习能力而获得越来越广泛的重视，神经网络系统最 

主要的特征是大规模模拟并行处理、信息的分布式存 

储，高度的容错性和 自组织、自学习及实时处理，它可 

以直接输入样本，信息处理分布于大量神经元的互连 

之中，并且具有冗余性。虽然神经网络具有很多优点， 

但也存在一些缺点。从大量的实际应用来看，收敛速 

度慢，学习时间长，易陷入局部极小，学习过程中产生 

大的振荡，甚至达不到收敛精度。而小波神经网络是 

基于小波分析所构造的一种新型的神经网络模型⋯ ， 

它结台,-f小波变换良好的时频局域化性质及神经网络 

的自学习功能，因而具有较强的逼近、容错能力。小波 

神经 网络相比于前 向的神经网络，它有 明显 的优 

点拉J：首先小波神经网络的基元和整个结构是依据小 

波分析理论确定的，可以避免 BP神经网络等结构设 

计上的盲目性；其次小波神经网络有更强的学习能力， 

精度更高；最后对同样的学习任务，小波神经网络结构 

更简单，收敛速度更快。在 BP神经网络的基础上结 

合 Lcgendre小波构造了Lcgendre小波神经网络。 

1 神经网络 

已经提出了多种神经元模型，如神经元数理模型， 

分层神经网络模型，Hopfield模型，认知模型等。从本 

质上说神经网络是一种巨型非线性动力系统，功能强 

大的计算产生于它的潜在动力学演化过程，在神经网 

络与外界环境的相互作用过程中，神经网络逐步调整 

自己以适应环境，这种调整源于神经网络的自学能力。 

在构造的Lengendre小波神经网络的学习算法上用了 

BP算法，故笔者在此主要介绍 BP算法和训练网络的 

学习阶段。BP算法的主要思路是：若能求出误差E对 

各个神经元输出的偏导数，就可以算出E对所有连接 

权的偏导数，因而就可以利用梯度下降法来修改各个 

连接权。在训练网络的学习阶段 J，给定模式作为网 

络的输入，要求网络通过调节所有的连接权系数和各 

神经元的阈值，使得在输出层神经元上得到需要的理 

想输出。一旦网络完成这种调节，则再给出另一个模式 

和相应的理想输出，要求网络继续完成对这对模式的 

学习。实际上就是要求网络寻找单·的一组连接权系 

数和偏置，以满足给定的所有输人输出模式对。 

2 Legnedre小波神经网络 

已知，前向多层网络是基函数神经网络，一般采用 

极性函数作为基函数。而小波可提供区别函数的多分 

辨近似，提供空间和频率的局部化，以小波分析理论为 

基础构造的小波神经网络更适合于学习局部非线性和 

快速变化的函数。 

2．i 小波分析基本知识 

如果 E L2(R)满足“容许性”条件： 

c ： +∞ (1) 
J一0 ● Ⅲ I 

那么称 是一个“基小波”或“母小波”，这里“容性 

许”条件一般把 限制为一振荡衰减且具有紧支集的 

窗函数。小波 ( )通常由其伴随即尺度函数 ( )生 

成： 
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( )= ∑  ̂(2 一n) 

( )= ∑g (2 一n) 

由 生成的函数族{ }为： 

lira,6( )= 告 ( ) 

f(m+1)lr22~L．, )， ≤t< 
(2) to

，其它 

(10) 

(3) 

其中口，b∈R且 口≠ 0，称为连续小波。设 )∈ 

(R)，则称 

lvr(口，b)：I口I一 。 ) ( 1 (4) 

为小波变换。当口=2 ，b=2-"k(j，．i}∈z)时有离散小 

波，对于离散小波可以通过同一函数 的平移和伸缩 

而构成的 (R)中的正交基，它满足如下条件[4】： 

1)对于一切的整数 Ji}，函数 ( 一Ji})相互正交。 

2)函数 是一尺度函数，对于任意的整数 ．『， 

{p( 一．i})}，构成了它线性张成的子空间的一组正 

交基。 

3)小波函数定义为 ，{ (2Jx一．i})}，构成了 

￡ (R)中的一组正交基。能够证明{ ( 一k}， (2， 一 

．i})J≥ }也能构成 (R)中的一组正交基。小波子空 

间定义如下： 
= { (2Jx一．i})，．i}∈z} (5) 

并满足： 
= vj

— l《王》 一l 

n ={币}J≠i (6) 

这里符号“0”表示直和。 

由多分辨分析的知识知道，任意小波产生一个 

L2(R)中的直和分解，对于每一-『∈z，我们考虑以下 

L2(R)中的闭子空间： 

vj=⋯0 一2 0 wj_ (7) 

因此一维函数 )的小波级数表示如下： 

)=∑％％( )+∑∑ ( ) 
量ez J)晡D Eg- 

( )=2 (2内 一Ji})， 

( )=zi'2q,(2J~一．i}) (8) 

小波系数‰ 和 如下： 

<，( ，~ojd,( > 

=< )， ( )> (9) 

这里符号“<·>”表示内积。 

由此可知小波级数把函数 )分解成不同频率 

信号的组合。 

2．2 Legendre小波 

这里对 Legendre小波作介绍[5】，Legendre小波 

(t)= (．i}， ，m，1)，．i}=2，3，⋯， =2n一1，，l=1， 

2，3，⋯ ，2“ 
，m是Legendre多项式的阶，t为时间。它们 

定义在区间【0，1)上，满足下式： 

(I)就是著名的 m阶 Legendre多项式，满足下面的 

递推公式： 

Lo(I)=l 厶(I)=t 

L1．+l(t)=： ： } ． (t)一；； ! 一-(t)， 
m=l，2，3，⋯． (11) 

对不相同的，l的2个 Legendre小波函数显然正交。当n 

相同而m不相同时，因为Legendre多项式是[一l，1] 

上的正交多项式，所以有： 。 

㈤  t=蘑( 2 · 
．  

(2‘I一 )(m：+告) 2 L (2‘I一 ) = 

( 丢)丁( 2‘“。( )· 
( )du=0， =2kt一五，ml≠m2 

得 Legendre小波集是一正交集。 

2．3 Legendre小波神经网络 

由Legendre小波可知，一个定义在[0，1)上的函 

数 f)可展开成如下式： 

￡)=∑∑c．O (I) 

c =< I)， (t)> (12) 

如果作近似逼近，则可得下式： 
2k一1 ．I，一1 

I)一∑∑cM．q, (I)=crq,(I) (13) 

这里 C和 (t)是2k-Ijlf×l矩阵： 

C=[clo，cll，⋯，c1．I，一l，c加，⋯， 2．_f．1，⋯，c2‘-1o，⋯，c2‘_1．I，一1]r 

(t)=[ 。。(￡)， 。。(I)，⋯， 。．．，．。(1)， 加(I)，⋯， 

2．_f—l(f)，⋯， 2I—l0(t)，⋯， 2I．1．I，一l(f)] 

用 Legendre小波基函数作为神经网络的激励函数，由 

式(13)可构造出Legendre小波神经网络，其网络结构 

如图 l。 

网络结构： 

1)输入层：输入数字化的原始信号。 

2)预处理层：对输入的数字化的原始信号分为 

2 组，这些分组后的数字信号分别进入相应的 

Legendre小波基函数进行训练。预处理层的输出等于 

其相应的输入。 

3)隐含层：类似于BP神经网络的隐含层，它分为 

2 组结点，每一组有 个Legendre小波基函数，分别 

接受预处理层处理后的数字信号。隐含层结点的权值 

就是Legendre小波系数的逼近。 
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图 1 Legendre小波神经网络结构图 

4)输出层：类似于 BP网络中的输出层，接受隐含 

层的输出，输出层是线性结点，进行求和运算，输出 

结果。 

现在给出具体的训练算法： 

1)网络的训练：网络的训练采用 BP算法，对于定 

义在区间[0，1)上的函数Jf(t)，由式(13)，记为： 
2t-一I M 一1 

g(t)=∑∑c (t)=c (t) (14) 

则通过适当选取权值c ，上式可作为Jf(t)的逼近。若 

已知训练数据集 ，权值可通过最小化均方误差来得 
引

： 

， ^  ^  ^  ^  ^  ^  、 

C10，⋯ ，ClM
一
1，C20，⋯ ，C2M

一
1，⋯ ，C2t,·10，⋯ ，C2t,．IM

一 1 

arg min 
、占．1v ，g)(15) 

式(15)中的 
1 ．1v 

占 g)=亩∑(fit )一g(tj)) (16) ‘’
l= l 

—

ass(J
—

,g)
： 0 (17) d

cm  

式(15)可由式(17)求得。 

2)初始化：取小的随机数初始化权系数。 

3)循环：设定迭代次数，读人数据进行网络训练， 
一 旦网络训练好就得到了所需要的权系数。 

4)保留Legendre小波神经网络的权系数值，结束 

训练。 

由于Legendre小波基函数在区间[0，1)上具有分 

段表达式并且为多项式的特点，因而构造的Legendre 

小波神经网络结构简单、收敛速度快。对以上由 

Legendre小波基函数构成的小波神经网络训练时可分 

2 组进行，每一组有JIf个 Legendre小波基函数，从而 

在训练小波神经网络上可以减tl~iJtl练规模。而训练后 

的最后结果又能体现整个 Legendre小波神经网络的 

特性。如果要提高精度，可增加 或 k的值，或者同时 

增加 和k的值。k值的增加就是进一步细分区间[0， 

1)， 值的增加就是增加相应细分区间上的多项式的 

最高阶的次数。 

当M =3和k=2时，有6个Legendre小波基函数 

如下： 

lo= 2 ， 

ll=6 (4t一1)，0≤t< 1 (18) 

= (10) 【吾(4t-1) 一 1】 
2o= 2 ， 

2l=6 (4t一3)， 1≤t<1 (19) 

= (10) 【丢(4t_3) 一 1】 
用这6个Legendre小波基函数作为神经网络的激 

励函数，就可构造出一个有6个 Legendre小波基函数 

的Legendre小波神经网络，其网络结构如图2。 

图2 有6个基函数的Legendre小波神经网络结构图 

这时有6个权值需要确定。 

3 应用 

用上面构造的有 6个 Legendre小波基 函数的 

Legendre小波神经网络对一函数进行逼近分析，此函 

数为： 

Jf( )=e cos(12x)+cos(4x)， E[0，1) 

(20) 

给定一训练数据集： 
=  )} No (21) 

以上采用的训练数据是均匀的，即均匀的在函数定义 

域上取Ⅳ0个点。Legendre小波神经网络的具体的训练 

算法按上面介绍的来进行训练。为评价逼近效果，采用 

均方误差作为评价指标： 

， 『_1『———————一  

阳 √ (g( )一Jf( )) (22) 
式(22)中的 为测试数据集个数。 
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当训练数据No=200，迭代次数J『v为2O次时有： 

图3，图4中的实线表示原 函数，虚线表示逼近 

图3 在区间【0,0．5)上原函数和逼近函数的图形 

图4 在区间【0．5，1)上原函数和逼近函数的图形 

均方误差 MSE随迭代次数J『v变化的图形如图5， 

图 6。 

o．5 0．55 0．6 ‘5 0．， 0．75 0．8 0I5 0．9 0．95 I 

图5 在区间【0．o．5)上均方误差随迭代次数 Ⅳ变化的图形 

口，

0 

-o．1 

图6 在区间【0．5．1)上均方误差随迭代次数 Ⅳ变化的图形 

由图5、图6可知经过大约6次迭代后均方误差基 

本不再发生变化，这说明收敛速度快。 
， 经2O次迭代训练后 ，在区间[0，0．5)和区间 

[0．5，1)上的均方误差分别为： 
0．OO4O；8．5625e一005 

用5O个测试数据对训练好后的Legendre小波神 

经网络进行评价，在区间[0，0．5)和区间[0．5，1)上 

的均方误差分别为： 
0．0068；1．1848e一004 

权值为：[0．34417 —0．42875 0．10317 —0． 

5818 —0．076321 0．12042]，这6个权值就是对6个 

小波系数的一个逼近。 

4 结 论 

用 Legendre小波构造了Legendre小波神经网络， 

并用有 6个Legendre小波基函数的一个 Lengendre小 

波神经网络对一函数进行了逼近分析，得到了较好的 

效果。现有的小波神经网络的学习算法以梯度下降类 

为主，而梯度算法有收敛速度慢等缺点，因此可以对小 

波神经网络的学习算法作进一步的研究分析，从而提 

高小波神经网络的性能。 
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Legendre W avelets Neural Network 

ZHENG Xiao-yang，YE Zhong-quan 

(College of Mathematics Sciences，Chongqing University，Chognqing 4OOO44，China) 

Abstract：Based on BP neural network，a Legendre wavelets neural network is constructed with Legendre wavelets
． The 

Legendre wavelets defined on the interval[0，1)has the features of piecewise expression and being polynomials．SO the 
Legendre wavelets neural network has the advan tange of simple structure and fast convengence speed

． Trained by BP a1． 

gorithm，the Legendre wavelets neural network with six wavelet basis functions is used to learn a function an d be~er ap． 

proxima te result is obtained． 

Key words：legendre wavelets；neural network；BP algofithm ；legendre wavelets neural network 
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