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集值映射拓扑度的延拓定理 

魏 曙 光，张 谋 
(重庆大学 数理学院，重庆 400030) 

摘 要：根据陈文原单值映射的拓扑度延拓，在 Banach空间引入了一个关于Hausdorff度量的不等 

式。然后，利用此不等式，在 Banach空间对于上半连续集值映射建立了拓扑度延拓的相关结论。 
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1 预备知识 

下面X总表示 Banach空间，2 表 的非空子集 

族，CB(X)表(X，d)中一切非空有界闭集之全体。 

V M，N∈CB( )，称由下式定义 的度量 日为 

CB(X)上度量 d导出的 Hausdorlt度量(见 卜 ) 

／-／(M，N)=suP l a(x，M)一d( ，N)l= 

max{sut；a<x，iv)，su~a(x， )} 

其中a(x，M)=i ，)
_nfJ(x Y 

记日+( ，N)=sup(a(x，M)一a(x，N))= 

suPd( ，M) 

日
一 ( ，N)=sup(a(x，N)一a(x，M))= 

，
_

Sul?d( 1V) 

2 Hausdorff 不等式 

首先证明一个后面将不止一次用到的引理。 

引理 设 为 Banach空间，CC(X)表 的非空紧 

凸集，VA，B，C∈cc(X)，A∈[0，1]有： 

日(A，(1一A)B+AC)≤ 

(1一A)日(A，B)+A日(A，C) 

证 由Hausdorff度量的定义： 

／-／(a，B)=max{日+(A，B)，日一(A，B)} 

d( ，A)=in ll戈一Y ll 

那么存在 {Y }CA，使得lira 一Y ll=d( ，A)， 

由于A紧，所以{Y }存在子序列{Y }，使得： 

YnI Y，∈ A n _ ∞ 

所以 一Y，ll=a(x，A) (1) 

这里使式(1)成立的Y，有可能并不是唯一的，但 

这并不影响我们下面的证明。 

由Hausdorff度量的定义 

日+(A，(1一A)B+Ac) ls_u 
+ 

(t，，A) 

这里不妨令t，=(1一A)／7／,+An，其中／7／,∈B，／7,∈C，那么 

日+(A，(1一A)B+AC)=suPd((1一A)m+An，A)= 
，H E D  

n EL 

g n ；II(1一A)m+An—u ll 

由式(1)证明可知： 

d(m，A)= ll m—Y ll，d(n,A)= ll 17,一Y ll 

其中Y EA，Y ∈A。由A凸，贝4有(1一A)Y +Ay ∈A 

日+(A，(1一A)B+AC)= 

g ll(1一A)m+An—u ll≤ 

suP II(1一A)m+An一(1一A)Y 一Ay ll= 
盯 -E D  

n E L 

su 『I(1一A)(m—Y )+A(n—Y )『I≤ 
J，IE D 

n E L 

(1一A)suP ll m—Y ll+A sul?ll／7,一Y ll = 
m E Ⅱ 一 0 

(1一A)su d(m，A)+A suPd(n，A)= 

(1一A)日+(A，B) A日+(A，C) 

而另一方面 

日
一 (A，(1一A)B+AC)= 

sy2d(x，(1一A)B+AC)= 
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in II 一(I—A)m—An II≤ 
nE0 

S U in f [(I—A)II 一m II+A II 一凡II]= 

[(I—A) ；U 一m U+A 5 II 一凡U]= 

(I—A)日一(A，B)+AH一(A，C) 

所以H(A，(I—A)B+AC)≤(I—A)H(A，B)+ 

AH(A，C)得证。 

3 集值映射拓扑度的延拓 

下面进行集值映射拓扑度的延拓，延拓的思路和 

方法类似于文献[1]中第 l5节拓扑度公理的思路和 

方法，所以下面只写出它们不同的地方以及主要定理 

的不同证明。 

下面定义的拓扑度D( ，P)是关于有界开集 

12CX，上半连续、有界映象 及 P∈X的三变元 

整值函数。 

的变化范围是 中开集族 ∞。 

映象 的变化范围／M(∞)描述如下： 

设 ∈∞，∞为 中所有有界开集族，如果 =西， 

则令 C( ，2 )=咖如果 ≠ ，则令 C( ，2 )为所有 

上半连续 j、有界映象 ：o一2 按一致拓扑构成的拓 

扑空间，具体地说 ∈C( ，2 )的邻域： 

∽ ={g∈c( ，2 )I su~H(f(x)，g(x))<s} 
￡En 

对每个 ∈∞，取 C( ，2 )的子集族 ( )，满足 

( 。)对任何 ∈w／{咖}，id： 属于 ( ) 

( )，设 。， ∈∞，且 c ，若 ∈M(力)，则 

在 上的局限必属于 ( ) 

(坞)dreM( ，P EX，g( )= )-p，则g eM( 

P的变化范围为P a ) 

( )={f∈ f̂( )I P簪 a )} 

结论 l ( )是 ( )中的开集。 

证 设f∈ ( )，即 P a )，由{p}紧及 

a )闭，故它们有正距离或 i ， ))≥2s> ，
_

nf d(p f(x 0 

作 的邻域： 

l∽ ={g∈M( )I supH(f(x)，g(x))<s} 
￡En 

由Hausdorff度量的定义 

H(A，B)=sup,Id(y，A)一d(y，B)I，又P∈X，所以 

／／(f(x)，g(x))≥d(p ))一d(p，g(x)) 

d(v，g( ))≥d(v√．( ))一日(- )，g( )) 

(p，g( ))≥ i n
栅

fd(poC(x))一 
IE a王l IE a王l 

sul~H(f(x，)g(x))>s>0 
￡En 

P g(oo) g ft． (力) 

所以 。( )是 ( )中的开集。 

结论2 若 ∈∞／{币} ∈ ( )具有性质(H)f 

在 ( )中有凸邻域J7v，则存在 在 ( )中邻域 ， 

当g∈U时，线性同伦z：[0，1]一 ( )连续。 

证 由 ∈ ( )知：28=in
⋯

fd(p ))>O 

取 的邻域： 

N ∽ ={g∈M( )l su1)H(f( )，g(x))<s} 
￡En 

令 U=Ⅳn ∽ ，当g∈U时作：Z(￡)=(I—t)f+ 

tg，tE[0，1] 

由f，g∈N及J7v凸得 Z(t)∈NcM( ) 

由g∈ (f)以及 d(p，Z(t) )≥d(P，f( ))一 

日 )，Z(￡) ) · 

由前面证明的引理有： 

日 )，Z(￡) )≤ 

(1一t)H(f(x)√．( ))+tH(f(x)，g(x))= 

tH(f(x)，g(x)) 

所以d(p，Z(￡) )≥d(p√ ))一tH(f(x)，g(x))> 

s>0，可得 

Z(f)∈ ( ) 

下面考虑日(Z(t。) ，Z(t ) )， 

由H+( ) ， ) )=
， 嬲) 一 II 

= (1一t2)in+t2rt，m ∈ )，n∈g(x) 

u=(1一t1)k+￡lZ，k∈，( )，Z∈g(x) ． 

0 一u ll= 0 m—k—t2m+tlk+t2n—tlZ 0= 

ll 171,一k—tlin+tlk—t2m+t2n+tlin—tlZ 0= 

0(1一t1)(in—k)一t2m+￡2Z+ 

t2rt一￡2Z+tl(m—Z)0= 

0(1一t1)(m—k)+(tl一 )(m—Z)+tan—Z)ll≤ 

(1一t1)0 m—k 0+tl lIn—Z 0+I tl—tl 1 0 m—n 0 

所以 

。 

0 卜  一  ”+ 

tl 0 n—Z 0+l tl—t2 l Il m—n I1}= 

I 
i nf 

)
(1一￡1)0 m—k 0+ 

。 · 一圳 +’‘·一‘：Il1 m—n I1= 

I tl—t2 1 0 m一／1,0 

所以 

， 

一 u II≤ 

su2 I l一2 m— Il= 
；2 ．

t t ／

·

／, 

I tl—t2 I 
、
II m—n lI 

hEg～ J 

所以日+(1(t1) ，l(t2) )≤Itl—t2 I。 、ll m—n 0 
mEn 
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同理可证： 

一 (z(t1) ，z(t2) )≤l t1一t2 1
．

。 
、 Il k—fIl 

fE g tx 

所以 (Z(t1) ，Z(t2) )≤lt1一t2 l。 、ll m—n ll 
nE g

，
t
l 
x
{ 

因为 )，g(x)紧凸，当然有界闭，所以 

)
llm—n ll<+∞ 

4EgCx】 

所以z：[0，1]一 ( )连续 

to为 中有界开集族，考察两个允许映象族 

／M(to)={M( )l 12 E to} 

／L(to)={ ( )l 12 ∈to} 

设对每 12Eto都有 ( )cM( ) 

讨论如下两个问题： 

第一，／L(to)上的拓扑度能否延拓为／M(to)上的 

拓扑度。 

第二，／M(to)上的拓扑度能否由／L(to)上的拓扑 

度唯一决定。 

结论 3 设 X、to、／M(to)、／L(to)给定，设对每 

Eto／{ }， ( )均为凸集，若 D(⋯ ，．)为／L(∞)上 

拓扑度，则对任何 E ( )，有 在M(12)中邻域 JIv， 

使得 g，g E NnL ( )时，都有：D(g，12，P)=D(g ， 

12，P) 

证 由厂E ( )知P薯 012)，故有 >0，使得 

inf d(p ))>3e： 

取 的邻域： 

N ={g E M(12)l supH0 )，g(x))< } 

对 g，g1 ENf3LP(． )，作 Z(t)=(1一t)g+增l 

由 ( )凸得 Z(t)E (12) 

由d(p，Z(t)x)≥d(p√ ))一H(f(x)，Z(t) ) 

由引理有： 

)，z(t)x)≤(1一t) )， 

g( ))+tH(f( )，g，( )) 

所以d(p，l(t)x)≥d(pJ(x))一 )，l(t)x)≥ 

d(p ))一(1一t) ( )，g( ))一 

tH(f( )，gl( ))> >0 

所以P隹Z(t)(012)，Z(t)E L ( )由 

由H(Z(t1) ，Z(t2) )≤l tl—t2 l sup ll 一11．Il 
Ⅱ

v

￡

E

g

g

l

C(x )) 

又g(x)，g ( )紧凸，当然有界，所以 

”<+∞ 

所以z：[0，1] ( )连续。 

由儿(∞)上拓扑度公理得： 

D(g， ，P)=D(g ， ，P)得证 

由以上几个定理就可得到集值映射的两个拓扑度 

延拓定理以及唯一性定理(参见文献[6]中定理 15．10， 

15．11，15．12)。 
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Extensive Theorms of Topolgical Degree for M ulti—valucd M apping 

WEI Shu-guang，ZHANG Mou 

(College of Mathematics and Science，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：The extension of topological degree for single—valued mapping is introduced by Chen wenyuan in[1]．we 

firsdy pmve an inequality for Hausdorff metric in Banach space．Then，by using the inequality，it has been established 

that extension of topolical degree for upper semicontinuous multi—valued mapping． 
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