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摘 要：提出了多重图的线图的概念，研究了多重图的线图连通度的上界和下界．刻画了图的最小 

度与其线图连通度的关系：若 (C)≥ (Lp／BJ+1)，则 (C)≥ (C)一2(肛一1)，并通过构造出一系 

列的图，证明此结果是最好的：条件不能够被削弱，结论不能够被加强．同时，揭示了图的限制性边连通 

度就是线图连通度，推广了已有文献的结果． 
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通信网络的可靠性分析与高可靠性能网络的设计 

问题是可靠性研究的核心，这是两个非常重要的难 

题⋯．图作为网络拓扑结构最有效模型，图的各种连 

通性指标被先后用来研究网络可靠性问题，如连通度 

与边连通度[1．3】、限制(边)连通度 一 、线图连通 

度 -1 等等．最近国内关于限制边连通度的研究非常 

活跃 】，国际上关于线图及其连通度不断深化¨̈ ． 

而图的限制边连通度实质上就是图的线图连通度．文 

献[101将线图的最佳连通性设计应用于多处理机总 

线网络的最佳容错性设计，并成功地提出了相当广泛 

的一类最佳容错总线网络．对于处理机个数较大时，必 

然面临多重图的线图．因此，关于多重图的线图及其连 

通性的研究，既具理论意义，又有重要的应用价值． 

1 线图的已有定义与结论 

对图C，用 (C)和E(C)分别表示C的顶点集和 

边集，d。(tI)表示C中顶点tI的度． (C)和△(C)分别 

表示C的顶点最小度和最大度，A(C)表示 C的边连 

通度．在 C图中，只与一个顶点相关联的边称为环，在 

同一对顶点之间可以有多条边，称之为重复边．不含重 

复边的图成为简单图，含有重复边的图称为多重图．这 

里研究无环图． 
一 个连通图C的边集的一个子集 F称为一个限 

制性边割，如果它是一个边割，且 C—F不含孤立点． 

图C的限制性边连通度A (C)定义为所有限制性边 

割的最小基数．A (C)≤ (C)，其中 (C)表示图C的 

最小边度．如果上式等号成立，则称 C是极大限制性 

边连通的． 

欧见平研究了正则图的限制边连通性 J，证明了 

当k>n／2时，n阶k一正则图是极大限制性边连通． 

性质1 当k>n／2时，对于n阶k一正则图，有 

A (C)= (C)，其中n≥4． 

关于图C的线图的定义如下． 

定义1[ ·。】 图C的线图记为 (C)： (C)的顶点 

是C的边， (C)中2个顶点邻接当且仅当C中相应的 

2条边含有公共顶点．若 ={u，t，}是C的一条边，则 

作为 (C)的顶点，其顶点度为： 

d )( )=d (u)+d (tI)一2． (1) 

显然，定义 1表明 (C)为简单图． 

文献[9]把线图的概念广义化，引人了k一线图的 

定义如下． 

定义 2 】 图 C的k一线图记为 (C)： (C)的 

顶点是c的k阶(k个顶点)完全子图； (c)中两个 

顶点邻接当且仅当C中相应的2个k阶完全子图含有 

k一1个公共顶点． 

由此可知， ：(C)即为 (C)．定义 1是针对 C为 

简单图，并且定义2虽然推广了定义1，但仍是基于 C 

为简单图．否则，若C为多重图(含有重复边)，则对 C 
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两耋 墨 t e：，它们有2个公共顶点，导致如 2多重图的线图 下2个矛盾(图1)
．  

一  一 一 ～ 一 一  

(a)G (b)三(G) 

图 1 一个多重图及其可能的线图 

1)由定义1知 (G)为简单图，e 作为 (G)的顶 

点，其度d们 (e )=3，但是e ={u，t，}作为图G中的 

边dc(u)+dc(t，)一2=3+3—2=4．其度不满足式 

(1)，导致定义1自相矛盾． 

2)按定义1，e，和e：对应 (G)中2个相邻的顶 

点；而由定义2，则不能回答 e 和e2是否对应 (G) 

中的2个相邻的顶点，从而与定义 1不一致，亦导致定 

义1与定义2相互矛盾． 

因此，目前关 于线 图、k一线图以及迭线图 

(iterated line graphs) 的概念都是基于简单图． 

笔者将推广线图的已有定义，提出多重图的线图 

概念． 

关于图的连通性问题，从上面的定义可以看出：图 

G的边就是线图 (G)的顶点，图G的限制边割集对应 

线图 (G)的点割集，图G的最小限制性边割集对应 

线图 (G)的最小点割集，因此图的限制性边连通度 

实质上就是图G的线图连通度，即： 

A (G)=K￡(G)， (2) 

其中，K (G)=K(L(G))表示图G的线图连通度．并有 

以下结果． 

性质2̈训 对P阶简单图G，若 (G)≥Lp／2j+ 

1，则 K￡(G)≥2 (G)一2． 

注：LxJ表示不超过 的最大整数． 

图的连通性研究是一项理论与应用并重、颇具难 

度的课题．目前已有一些一些特殊图的限制性边连通 

度结果【4 ]，对于更一般的图，其限制边性连通度(线 

图连通度)结论如何，正是笔者试图研究的内容． 

笔者首先将线图的概念推广到多重图，并将简单 

图看作多重图的特例(所得到的结果既适合于简单 

图，也适合于多重图)．其次，研究了多重图的线图连 

通度的上界和下界，刻画了图的最小度与其线图连通 

度的关系，得到：若 (G)≥ ([p／2]+1)，则K (G)≥ 

况(G)一2( 一1)，其中 (G)表示线图 (G)的顶点 

最小度．并通过构造出一系列图，证明此结果是最好 

的：条件不能够被削弱，结论不能够被加强，推广了文 

献[4]和文献[Io]的结果． 

笔者将线图的定义推广到多重图，提出的图(含 

多重图)的线图定义如下． 

定义3 图G的线图记为 (G)： (G)的顶点是G 

的边； (G)中2个顶点由m条边关联当且仅当G中 

相应的两条边含有m个公共顶点． 

显然，m=I、2．若 m=I，即 G的2条边只有一个 

公共顶点，从而 (G)中相应的2个顶点由一条边关 

联；若m=2，即G的2条边有2个公共顶点(即为重复 

边)，从而L(G)中相应的2个顶点由两条边(即二重 

边)关联． 

由定义3易知式(1)对于简单图和多重图都成 

立，即 

d c)( )=dc(u)+dc(t，)一2． 

由此有： 

(G)≤dG(u)+dc(t，)一2． (3) 

若G为简单图，则 (G)亦为简单图，且定义3与定义 

l等价；若 G为多重图，则 (G)为多重图，但 (G)的 

重复度为2． 

用 。(U1))表示 G中关联2个相邻顶点u和t，的 

边的条数，称为图G中边{u，t，}的重复度．则 

(G)=max c(uv) 

称为图 G的最大重复度，简称为图G的重复度，简记 

为 并称重复度为 的图为 重图． 

2(G)=rain c(ut，) 

称为图G的最小重复度，并简记为 ．显然有 

V{u，t，}E E(G)， ≥ G(uv)≥ ≥1． 

若G为简单图，则 = ：=I．所以，将简单图作 

为多重图的特例，所得到的结果既适合于简单图，又适 

合于多重图，下文将不再区分简单图与多重图． 

由定义3即刻得到如下命题． 

引理I 对图G，若 (G)=I，则 ( (G))=1；若 

(G)≥2，则 ( (G))=2． 

为方便起见，引进如下记号： 

用(s， )。表示 G的顶点集 (G)划分为不相交 

的两部分s和 ；G[s]表示 G的s导出子图；mc(s， 

)表示所有一个端点属于s，另一个端点属于 的边 

的条数，称为 G中跨接顶点集 s与 的边数 ． 

e(G)=IE(G)I表示图G的边数．关于K (G)有如下 

结论． 

引理2 设整数k<e(G)，则K (G)≥ 当且仅当 

对于任意的(s， )。，G[s]、G[ ]都含有边，有m。(s， 

)≥ 
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证 充分性：用反证法． 

假设 (c)<舷即￡(G)存在顶点割集 ：I I< 
一 1，用 F表示 G中相应于 的边集，则I FI≤ 一1． 

有以下2种情况： 

情况1 若 G—F只含一条边，则e(G)=I FI+ 

1≤ <e(G)，导致矛盾． 

情况2 若G—F至少含有2条边，则G—F至少有 

2个含有边的连通分图．令其中一个含有边的连通分图 

的顶点集为S，其余顶点集为 ，由已知In, (S， )≥ ， 

显然 

I F I≥mc(S，T)≥尼， 

这亦导致矛盾．从而充分性得证． 

必要性：用反证法． 

假设存在(s， ) ：G[s]和 G[ ]都含有边，而 

mc(S，T)<k．记 F为G中所有跨接 S与 的边的集 

合，则F在L(G)中相应的顶点子集构成￡(G)的点割 

集．显然IFI=171,c(S， )< ，从而 (C)≤I I<I ， 

导致矛盾，因此必要性得证． 

综上所述，命题成立． 

引理3 对P阶／z(≥1)重图G，用e(G)表示图G 

的边数，贝4 e(G)一1≥ L(G)一2( 一1)． 

证 存在G中的边{u，t，}使得 ( )= ，于是 

台(G)≥(dc(Ⅱ)一 )+(dc( )一 )+ = 

dc(I‘)+dc(t，)一／z． 

由式(3)得到 

e(G)≥况(G)+2一 ≥ (G)一2(p一1)+1． 

引理得证． 

3 线图连通度的上界 

线图连通度的上界如下． 

定理1 若 (G)> ，则 

1) (G)≤2△(G)一 ； 

2)KL(G)≤6L(G)一2( 2—1)． 

证 1)不失一般性，可设{／／, ，移 }∈E(G)，使 

(I／,1t， )= 由6(G)> 得 G含有与边{I／, ，t， }没 

有公共顶点的边，令S={I／, ，t， }，T= (G)＼S，有(S， 

) 满足 G[s]和G[明都含有边，显然 

mc(S， )=dc(I／,1)+dc(t，1)一 c(I／,l t，1)≤ 

2△(G)一 

由弓f理2知K (C)≤Zd(G)一 

2)可设 ={I／,：，t，：}∈E(G)，使 (G)= 

d c)( )=dc(I／,2)+dc(t，2)一2．由 (G)> 知 G含 

有与{￡‘：， }没有公共顶点的边，令S={Ⅱ：，t，2}，T= 

(G)＼S，则有 

mc(S， )=dc(I‘2)+dc(t，2)一 c(I／,2 t，2)≤ 

￡(G)+2一Z 2= L(G)一2( 一1)． 

由弓f理 2即得 KL(C)≤ (G)一2( 2—1)． 

考虑到：若 G为正则图，则 △(G)= (G)，且 

(G)=2 (G)一2，由定理1即刻得到： 

推论1 对正则图G，若 6(G)> ，则 (G)≤ 

2 (G)一 =6 (G)-2(~z一1)． 

若c为拟正则图，则△(C)≤6(G)+1， (G)≤ 

(G)+△(G)一2≤2 (G)一1，由定理 1即得： 

推论2 对拟正则图G，若 (G)> ，则 

1)K￡(G)≤2 (G)一Z +2； 

2)K￡(G)≤26(G)-2m +1． 

推论 3 对图 G，若 2= ，则 (C)≤乱(G)一 

2(tz一1)． 

4 线图连通度的下界 

下面以图G和其线图￡(G)的顶点最小度 (G) 

和 (G)为工具，刻画线图￡(G)的连通度 (G)的下 

界，得到： 

定理2 对p阶 重图C，若6(G)≥ (L J+ 

1)，贝ⅡK (G)≥ ￡(G)一2( 一1)． 

注：L J表示不超过 的最大整数 

证 对p分以下2种情况： 

情况1 若p≤3，则 G的任何两条边都含有公共 

顶点，即￡(G)的任何2个顶点都相邻，结合引理3得 

K (G)=e(G)一1>--6L(G)一2( 一1)． 

情况2 若P≥4，则由已知， (C)≥ > ，可知 

G存在2条不含公共顶点的边，从而 G存在划分(S， 

) ，使 G[S]和G[ ]都含有边．设(S， ) 为 (G)的 

任意一个划分，G[s]和G[ ]都含有边．可得lsl≥2， 

ITI≥2，且不失一般性，可设ISI~<Lp／ZJ，并记，l=ISI． 

设{I／, ，t， }为G[S]的一条边，1,0为L(C)中相应 

于边{ ，t， }的顶点，则有： 

dc(I／,1)+dc(t，1)一2=d c)(1,0)≥ L(G)． 

因为：Vt，∈S，G[S]中关联顶点t，的边数至多为 

／z×(ISI一1)= ( 一1)，从而C中一个端点为 ，另 

一 个端点属于 的边数至少为d (t，)一／z(／／,一1)．因 

此，G中S与 之间的跨接边数为 

mc(s， )≥∑(dc(t，)一 (，l一1))≥ 

dc( 1)+dc(t，1)一2I ( 一1)+ 

( (G)一 (，l一1))(11,一2)≥ 

6L(G)+2一Z —Z (，l一2)+ 

( (C)一 ( 一1))( 一2)≥ 

L(C)一2( 一1)+(，l一2)(6(G)一 ，l— )≥ 

6L(G)一2( 一1)+ 
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(n一2)( (Lp／2j+1)一 Lp／2j一／1,)= 

况(C)一2( 一1)． 

由(S， )。的任意性，结合引理 2即得 (C)≥ 

￡(C)一2( 一1)． 

定理3 对P阶 重图C，若P≤5，则 (C)≥ 

况(C)一2( 一1)． 

证 分以下2种情况： 

1)C的任何2条边都含有公共顶点．则 ￡(C)的 

任何两个顶点都相邻，结合引理3有 

K￡(C)=e(C)一1≥ ￡(C)一2( 一1)． 

2)C存在2条边不含有公共顶点．则C存在划分 

(S， )。，使C[S]、C[T]中都含有边．由于P≤5可得 

ISl-2或I TI=2．不妨设S={ ， }，则有 

mG(S， )=dG( )+dG( )一 G(H )≥ 

况(C)+2—2j =况(C)一2( 一1)． 

由引理2知 (C)≥况(C)一2( 一1)． 

考虑到：对于正则图C，巩(C)=28(C)一2；对于 

拟正则图C，28(C)一2-．-<6L(C)≤2 (C)．由定理3，结 

合定理2与推论1—3可得： 

推论 4 设p≥4，对P阶 重正则图C， (C)≥ 

(Lp／2j+1)，则 

K￡(C)=8L(C)一2( 一1)=28(C)一 

推论5 设 P≥4，对P阶 重拟,-F~IJ图 C，若 

(C)≥ (Lp／2j+1)，贝4 

1)28(C)一2j ≤K￡(C)≤2 (C)一 +2； 

2)若C的任何 2个 (C)度顶点都不相邻，则 

28(C)一2j +1≤K￡(C)≤2 (C)一Z +2． 

推论6 设P≥4，对p阶 重图C，若 = ，且 

(C)≥ (Lp／2j+1)，贝0 

K￡(C)= ￡(C)一2( 一1)． 

性质1和性质2就是该推论6的一个特殊情况． 

对于n(n≥4)阶 一正则图(简单图： =1)C，当 

>n／2时，有 (C)≥ (Lp／Z．1+1)成立，由推论6， 

(C)= (C)，由式(2)知A (C)= (C)成立，这就 

是性质1． 

对P阶简单图C，若 (C)≥Lp／ZJ+1，即 (C)≥ 

(Lp／zJ+1)成立．由推论6，Kt．(C)= (C)成立，结 

合式(3)即可得到K。(C)≥26(C)一2，这就是性质2． 

对P阶 重图C：当P≤5时，由定理3、 (C)≥ 

(C)一2( 一1)成立． 

当P≥6时： 

1)若 6(C)≥ (Lp／2j+1)，由定理 2可知， 

K￡(C)≥6￡(G)一2( 一1)成立． 

2)若6(C)<tz(Lp／2j+1)，则不能保证 (G)≥ 

(C)一2( 一1)成立． 

下面对任意的2个整数p≥6 ≥1，构造出P阶 

重图C，使 (C)=／1,(Lp／2j+1)一1，而 K￡(C)< 

L(C)一2( 一1)． 

分2种情况构造C： 

情况1 若P为偶数，不妨设P=2k( ≥3)，则C 

构造如下： 

设C。和G2都是 重 阶完全图，即每条边的重 

复度都为 的 阶完全图，并记 V(C。)={ 一， 

。}， (G2)={ 。，⋯， }，贝 

C： (C)= (C。)u (G2)， 

E(C)=E(C1)u E(G2)u{ { ， f}， 

( 一1){ f， i+l}，i=1，⋯， 一1}u 

{／1,{ t， }，( 一1){ t， l}}． 

可知，对 V i，dG( )=dG(vi)=(后一1)／1,+ + 

( 一1)=( +1)／1,一1，即 

(C)= ( +1)一1=／1,(Lp／z．1+1)一1， (C)=tz， 

且 ￡(C)=2j ( +1)一4．从而况(C)一2(tz一1)= 

zut,-2． 

若令S=V(C )，T=V(G：)，则 C[S]和C[T]都 

有边，且 

mG(S，T)=(tz+( 一1)) < 一2= 

艿￡(C)一2( 一1)， 

由弓I理2即得K￡(C)< ￡(C)一2( 一1)． 

情况2 若P为奇数，不妨设P=2k+1( ≥3)，则 

C构造如下： 

G： (G)= (C。)u (G2)u{tO}， 

(C)=E(C1)u E(G2)u{／1,{ i，tO}， { ；，tO}： 

i=1，⋯， }U {( 一1){ f， }，i=1，⋯， }． 

其中C。和G2同情况1． 

可知 dG( 1)=dc( )=( +1)／1,一1，即 

(G)= ( +1)一1=／1,(Lp／Z．J+1)一1， (C)=／1,， 

且 巩(C)= ( +1)一4，从而 况(C)一2( 一1)= 
一 2． 

若令S=V(c。)，T=V(G2)u{tO}，则 c[S]和 

C[T]都含有边，且 

mc(S，T)=(／1,+( 一1)) = 一 < 

居一2=既(C)一2( 一1)． 

由弓I理2得 K￡(C)< ￡(C)一2( 一1)． 

综上得到： 

定理4 对Vp>~6， ≥1，都存在P阶 重图C，使 

(C)= (Lp／2j+1)一1；而K￡(C)<况(C)一2(／1,一 

1)． 

5 结束语 

笔者推广了图的线图定义，明确地提出了多重图 
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的线图的概念，并研究了线图连通度的界．对P阶 重 

图 G得到以下主要结果： 

1)若 (G)> 时，则 (G)≤2厶(G)一 ，且 

，(L(G)≤6￡(G)-2(／1．2—1)．(定理1)． 

2)若 (G)≥ (LJP／2-I+1)，贝8 KL(G)≥ L(G)一 

2(／z一1)．(定理2)． 

3)若p≤5， 贝Ⅱ，(L(G)>--8L(G)一2( 一1)．(定 

理 3)． 

4)对 Vp≥6， ≥1，构造了P阶 重图 G，使 

6(C)= (Lp／2J+1)一1；而，(L(G)<6L(G)一2( 一 

1)．(定理4)． 

5)定理2条件中关于6(G)取值范围，是不能被 

改进的．(由结论(4))． 

6)定理2结论中关于 (G)的界，在一般情况 

下也是不能被改进的． 

因为对于任意的正整数P／>4， ，m，都存在P阶 

重(每条边的重复度都是 )图G(例如 个哈拉里 

图 ． 的迭加得到的图)，使 (G)= ，而 (G)= 

26(G)一2g=6L(G)一2( 一1)，并且．若取 m≥ 

Lp／2-『+1，则 (G)=grn~>／x(Lp／2J+1)成立，即满足 

定理的条件 

7)性质1和性质2就是文中推论 6的一种特殊 

情况． 
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Connectivities of Line Graphs Over Multigraphs 

TIAN Yu—tan ，HE Zhong-shi2 

(1．College of Mathematics and Physics；2．College of Computer Science， 

Chongqing Univemity，Chongqing 400030，China) 

Abstract：The previous concept of line graph is generalized，and the concept of line graph over multigraph is proposed． 

The line graph of a multigraph G，L(G)，is defined to be a graph whose vertices are the edges in G，and there are exactly 

m edges between two vertices ofL(G)if and only if they have exaedy m common vertices in G．Both lower bounds and 

upper bounds are obtained．Furthermore，a sharp lower bound of the eonneetivities of L(G)is given as follows：For a 

p-vertex／z-multiple multigraph C，let (C)and (C)denote the connectivity and the minimum degree of L(C)， 

respectively．If the minimum degree 6(G)≥ (Lp／2J+1)，then，(￡(G)≥乱(G)一2( 一1)．It is shown that the 

lower bound is best possible．It improves the results on the subject． 

Key words：connectivity of graph；conditional edge—conn ectivity；line graph；multigraph 
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