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摘( 要：借助环论的思想方法，讨论了半环 !上的矩阵半环 "#（!）的理想与 !的理想之间的关系，
证明了幺半环 !上的矩阵半环 "#（!）为单半环当且仅当 !为单半环，"#（!）的理想 "#（ $）是幂零理想
当且仅当 $是 !的幂零理想等定理。
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( ( 半环是最常见的代数结构、它不仅在拓扑学、分析
学与最优化理想论中有重要应用，而且在计算机科学

中也有极其重要的应用。有关这些情况，近几年来，国

内外已有专著出版［#%*］。

因为半环 !的每一个元不一定都有负元，因此半
环上的矩阵半环的性质要比域上或环上的矩阵环复杂

得多。关于这方面的研究目前国内还刚刚开始。福州

大学谭宜家教授和他的学生们主要讨论了交换半环上

矩阵的一些重要性质［!%H］；陈艳平，陈逢明给出了非负

幂等半环上的矩阵可逆的几个等价条件［+］；段俊生则

给出了坡上矩阵可逆的条件［D］。

笔者主要以泛代数的观点作指导，借助环论的思

想方法，讨论了半环 !上的矩阵半环 "#（!）的理想与
!的理想之间的关系，得到了幺半环 ! 上的矩阵半环
"#（!）为单半环的充要条件是 ! 为单半环，幺半环 !
上的矩阵半环 "#（!）的理想 "#（ $）是幂零理想当且
仅当 $是 !的幂零理想。

#( 基本概念

定义 #［*］( 设 !是非空集合&若在 ! 中定义有两
个代数运算“ R”与“·”，使（!，R）作成交换半群，
（!，·）作成半群，并且“·”对“ R”的两个分配律都
成立，则称 ! 为一个半环，记为（!，R，·）。若半群

（!，·）也是交换半群，则称（!，R，·）为交换半环。
若半群（!，R）是幺半群，则称（!，R，·）为含零元的
半环。若半群（!，·）是幺半群，则称（!，R，·）为幺
半环。

笔者所述的半环均指含零元的半环。

定义 *( 设 ! 是半环，! 上一切 # 阶方阵所组成
的集合关于矩阵的加法和乘法构成一个半环，称为半

环 !上的矩阵半环，记为 "#（!）。
定义 !［*］( 设 ! 是半环，$ 是 ! 的非空子集，如果

对任意 ’)!，(#，(*)$，有 (# R (*，’(，(’)$，则称 $是 !
的理想，记为 $D!。
只含零元素 " 的子集｛"｝和 !本身必是半环 ! 的

理想，称为半环 ! 的平凡理想。除平凡理想以外的理
想，称为半环 !的真理想。只有平凡理想的半环 ! 称
为单半环。

定义 I［#］( 半环 ! 的一个非空子集 ) 称为可减
的，如果对于任意 *，+) !，有 *，* R +) )，则必
有+))。
定义 C( 半环 !的一个不等于 ! 的理想 , 称为 !

的极大理想，如果除了 ! 和 , 以外，没有包含 , 的
理想。

定义 H［*］( 设 ) 是半环 ! 的一个非空子集，称
（)）S9$!（ $! 取遍 !的包含 )的理想）为 !的由 )生
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成的理想。

特别地，当 ! !｛"｝时，称为由 " 生成的主理想。
若半环 #的每个理想都是主理想，则称半环 # 为主理
想半环。

命题 "［#］$ 设 #是半环，")#，则

（"）$｛!
%&’
（’&" ( )&" ( "*& ( +&",&） ’&是非负整

数，)&，*&，+&，,& ) #｝。
推论 "$ 设 #是交换幺半环，")#，则（"）!｛-" -)

#｝。

#$ 主要结论

命题 #$ 若 .是半环 #的理想，则/’（ .）是矩阵半

环 /’（#）的理想。
证明：因为零矩阵是 /’（ .）的矩阵，因此 /’（ .）

非空。对任意（"&0），（1&0）) /’（ .），（)&0）) /’（#），有
（"&0）(（1&0） $（"&0 ( 1&0）) /’（ .），令（2&0） $

（)&0）（"&0），因为 2&0 $ !
’

3 $ "
)&3"30 ) .，所以（)&0）（"&0）)

/’（ .）。同理可证，（"&0）（)&0）) /’（ .）。于是 /’（ .）是
/’（#）的理想。
命题 %$ 设 #是幺半环，4是 /’（#）的理想，则存

在唯一的 #的理想 .，使得 4恰好为 .上一切 ’阶方阵
形成的半环，即 4 !/’（ .）。
证明：设幺半环 #的单位元为 "，记 /’（#）的乘法

单位元为 5，/’（#）中第 &行第 0列处的元素为 "，其余
元素均为 & 的 ’阶方阵为 5&0 6若 4 是 /’（#）的理想，
"是4中任意矩阵 ! 的第 & 行第 0 列的元素，则 "5&0 !
5&&!500)4。
以 .记 4中所有 ’ 阶矩阵上的元素组成的集合，

即 . !｛"&0 ! !（ "&0）)4｝，则由 4 是理想，可得 . !
｛"&0 ! !（"&0）取遍 4｝!｛" "5&0)4，&，0 ! "，#，⋯，
’｝。容易验证 . 是 # 的理想。事实上，显然 &).，所
以 .非空。又对于任意的 "，1).，))#，有（" ’ 1）5&0

! "5&0 ’ 15&0，（")）5&0 !（ "5&0）（ )5），（ )"）5&0 !（ )5）
（"5&0）)4得 " ’ 1，")，)").。
若存在 .7也是 # 的理想，使得 4 ! /’（ .7），即

/’（ .）! /’（ .7）。对任意 ") .，有 "5&0)/’（ .）!
/’（ .7），所以，").7，从而 .=.7。另一方面，对任意")
.7，有 "5&0)/’（ .7）! /’（ .），所以，").，从而 .7=.。
于是，.7 ! .。
定理 "$ 设 # 是一个幺半环。/ !｛# 上的所有

理想｝与 8 !｛/’（#）的所有理想｝之间存在一个保持
包含关系的双射。进一步地，# 的一个理想 . 是可减
的当且仅当 /’（#）对应的理想 /’（ .）是可减的。

证明：如果 . 是 # 的理想，集合 %（ .）! ｛（"&0）)
/’（#） "&0) .，"$ &，0$’｝。由上面证明 %（ .）是
/’（#）的理想。进一步，.=.7蕴含 %（ .）=%（ .7），因此 %
是一个保持包含关系的映射。另一方面，设 4 是
/’（#）的一个理想，令 9（4）!｛")# "5)4｝。则对
任意 #的理想 .，有 9（ .）! .。因而，如果 4 是 /’（#）
的一个理想，! !（"&0）)4，那么对任意 &，0（ &，0 ! "，#，

⋯，’），有 "&05 $!
’

3 $ "
53&!503)4。于是 %9（4）$ 4，因此

%是一个双射。
现在假设 .是 # 的一个可减的理想，并令（"&0）和

（1&0）为 /’（#）中使得（"&0）和（"&0 ’ 1&0）都属于 %（ .），那
么对任意 &，0（ &，0 ! "，#，⋯，’），"&0，"&0 ’ 1&0都属于 .，因
此相应地有 1&0).。于是（ 1&0）) %（ .），得 %（ .）是可减
的。反之，假设 %（ .）是可减的，令 "和 1为 #中使得 "
和" ’ 1都属于 .，那么 "5和（" ’ 1）5 ! "5 ’ 15 都属于
%（ .），因此 15)%（ .），得 1).。于是 .是可减的。
例 "$ 设 #是非负整数集，.是非负偶数集。# 关

于数的普通加法和乘法构成一个含单位元 " 的幺半
环，.是它的一个可减的理想。显然，. 上的 ’ 阶矩阵
半环 /’（ .）也是 /’（#）的可减的理想。进一步，令
.3 !｛3’ ’)8｝，3 ! &，"，⋯，则 .3 都是 # 的理想，其
中，当 3 ! & 时，.& !｛&｝，当 3 ! " 时，." ! #。当然 .3 上
的矩阵半环 /’（ .3）都是 /’（#）的理想，并且 .3 与
/’（ .3）是 一 一 对 应 的。易 知，由 .( = .# 有
/’（ .(）=/’（ .#）。
若 #是不含单位元的半环，则定理 " 不成立。
例 #$ 设 # !｛&，"，1，" ’ 1｝。在 # 上定义加法与

乘法如下：

’ & " 1 " ’ 1

& & " 1 " ’ 1

" " & " ’ 1 1

1 1 " ’ 1 & "

" ’ 1 " ’ 1 1 " &

· & " 1 " ’ 1

& & & & &

" & & & &

1 & & & &

" ’ 1 & & & &

则（#，’，·）构成一个无单位元的半环。显然 4 !
& &( )& &
，

& "( ){ }& &
是 # 上二阶矩阵半环 /#（#）的理
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想。要使 ! !""（ #），只有当 # !｛#，$｝，但 ""（ #）+!。
命题 $% 设 %是幺半环，# 为 % 的理想，则 "&（ #）

为 "&（%）的极大理想当且仅当 #为 %的极大理想。
证明：设 #为 %的极大理想，! 为 "&（%）的理想，

且 "&（ #）= != "&（ %），则存在 % 的理想 ’，使
! !"&（’）。因此 "&（ #）="&（ ’）="&（%），于是 #=
’=%。若 !+"&（ #），则 #+’。由 # 为 % 的极大理想
知 ’ ! %。所以 ! ! "&（%）。从而 "&（ #）为 "&（%）的
极大理想。

反之，设 "&（ #）为 "&（%）的极大理想，则对于 %
的理想 ’。若 #= ’= %，则由定理 & 知，"&（ #）=
"&（’）="&（%）。若 ’+ #，则 "&（ ’）+"&（ #），由
"&（ #）为 "&（%）的极大理想，知 "&（’）!"&（%），从而
’ ! %，所以 #为 %的极大理想。
定理 "% 设 % 是幺半环，则 "&（%）为单半环当且

仅当 %为单半环。
证明："&（%）为单半环当且仅当 "&（%）的所有理

想为零理想和 "&（%）本身，"&（%）的所有理想为零理
想和 "&（%）本身当且仅当 % 的所有理想为｛#｝和 %
本身，而 % 的所有理想为｛#｝和 % 本身当且仅当 % 为
单半环。

定理 ’% 设 % 是交换幺半环。若 # 是 % 的主理
想，则 "&（ #）是 "&（%）的主理想。
证明：已知 %为交换幺半环。由推论 & 知 % 的主

理想 # !（$）!｛($ ()%｝，再由命题 " 知 "&（ #）是
"&（%）的理想。任取 ))"&（ #），可设 ) !（$(*+）& ( &，其

中 (*+)%（ *，+ ! &，"，⋯，&）。令 , !（ (*+）& ( &，则 ) ! $,
!（$-）,。从而有 ))（$-），其中（$-）表示"&（%）中
由（$-）生成的主理想，于是 "&（ #）=（$-）。反之，因
为 -是 "&（%）的单位元，所以（$-）!｛$-·, ,)
"&（%）｝，于是（$-）="&（ #）。因此 "&（ #）!（$-）是
主理想。

推论 " % 设 % 是交换幺半环。若 % 是主理想半
环，则 "&（%）也是主理想半环。
证明：设 !是 "&（%）的任意理想，由定理 & 知，存

在 %的理想 #，使得 ! !"&（ #）。再由定理 ’，#是主理
想半环 % 的主理想，得 ! 是 "&（%）的主理想，因此
"&（%）为主理想半环。
例 ’% 设 %是例 & 提到的半环，显然 #和 "&（ #）分

别是 %和 "&（%）的一个极大理想。并且，易知 % 和
"&（%）都是主理想半环。
定理 $% 设 %是幺半环，# 是 % 的理想，则 "&（ #）

是 "&（%）幂零理想当且仅当 #是 %的幂零理想。
证明：若 # 是 % 的幂零理想，则存在正整数 &，使

得 #& !｛#｝，即 #中的任意 & 个元素的乘积为 #。对于
"&（ #）中任意的 &个矩阵（$&

*+），（$"
*+），⋯，（$&

*+），它们的

乘积（$&
*+）（$"

*+）⋯（$&
*+）中位于 .行 / 列的元素恒为 # 中

&个元素乘积的代数和。因此，. 行 / 列的元素为零。
所以［"&（ #）］& !｛#｝，从而 "&（ #）为幂零理想。
反之，设 "&（ #）是 "&（%）的幂零理想，则存在正

整数 &，使得［"&（ #）］& !｛#｝。因此，对 "&（ #）中任意
的 &个矩阵（$&

*+），（$"
*+），⋯，（$&

*+），有

（$&
*+）（$"

*+）⋯（$&
*+）0 #。

所以对任意 $&，$"，⋯，$&)#，有
（$&$"⋯$&）-&& 0（$&-&&）（$"-&&）⋯（$&-&&）0 #。
所以 $&$"⋯$& ! #，即 #& !｛#｝。于是 # 是 % 的幂零
理想。

例 $% 设 % !｛1# ) 1&! ) 1"!
" !’ ! #，1* 为非负整

数，* ! #，&，"｝，在 % 中定义加法与乘法类似于多项式
的加法与乘法，但需 !’ ! #，则 % 作成一个含单位元 &
的交换幺半环。令 # !｛2&! ) 2"!

" !’ ! #，2* 为非负整
数，* ! &，"｝。显然，# 是 % 的理想。又对任意的 $ !
2&! ) 2"!

"，3 ! 4&! ) 4"!
"，5 ! &&! ) &"!

")#，有 $35 !
（ 2&! ) 2"!

"）（4&! ) 4"!
"）（&&! ) &"!

"）! #，所以 # 是
幂零理想。易知 "’（ #）是 "’（%）的幂零理想，因为
"’（ #）中任意的 ’ 个矩阵 )，,，6，它们的乘积 )，,，6
中位于 .行 /列的元素恒为 # 中 ’ 个元素乘积的代数
和。因此，. 行 / 列的元素为零。所以［"’（ #）］’ !
｛#｝。
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总之，把模拟模拟引入到光环境设计中避免了采

用真实数据的不易操作性和不确定性，同时又可以方

便快捷地对模拟结果进行修改和调整。模拟软件模拟

效果直观、用户使用方便，适于建筑师在做初步设计阶

段进行同步的辅助设计和分析。
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