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摘 要：偏泛函微分方程来源于物理学、生物学、工程学等学科领域中众多的数学模型，具有强烈 

的实际背景．振动性理论作为偏泛函微分方程定性理论的重要分支之一，对其进行研究具有极大的理 

论意义与实用价值．笔者研究一类高阶非线性时滞偏微分方程组的振动性，利用 Green定理和 Riccati 

变换，获得了该类方程组在两类不同边值条件下所有解振动的若干充分性判据，并通过一些实例加以 

阐述．所得结果为解决上述学科领域中的实际问题提供了数学理论基础． 
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1 引言 

由于在物理学、生物学、医学、化学、工程学和经济 

学等自然的和人为的过程中都存在着滞后现象，因而 

用来描述这些过程的数学模型中也就包含着时滞项， 

即模型是带有泛函变元的偏微分方程，被统称为偏泛 

函微分方程．因此偏泛函微分方程(组)的研究能更精 

确地揭示事物本质，同时能丰富微分方程(组)理论的 

研究．在过去的十几年中，关于偏泛函微分方程理论 

的研究引起了人们的极大关注，一些基本的结果已收 

录于专著⋯．近几年来，很多学者对偏泛函微分方程 

组的振动性进行了研究和探讨[2 。。，但关于高阶偏泛 

函微分方程组的振动性的研究还相对较少n’-13]．笔 

者将着手研究如下的一类高阶非线性时滞偏微分方 

程组 

击㈤ 】+qj + 

∑ ∑g ( ，f ( ( ， ̂(f))= 

口 ( ( ，t)+∑∑口 (f)△ ( ，pI(t))(E) 

解的振动性，n>12其中是偶数，( ，t)∈Q X R+；G， 

R+=[0，∞)，QCR 是具有逐片光滑边界aQ的有界 

区域，[5t Aui( )：差 ，m． ⋯ a 
·  

考虑如下两类边值条件： 

皇兰 +g
i(x，f)“ (x，f)=o，(x，f)∈an×R+， ∈，m； 

(B ) 

( ，t)=0 ( ，t)∈aQ X R+，i∈，胁，(B2) 

其中J7、r是 aQ的单位外法向量 ，g ( ，t)∈C(a XR+； 

JR+)， ∈，m 

在本文的讨论中，总假定下列条件成立： 

(H )r(f)EC (JR+；(0，∞))， ds=∞ 

(H2)g‘( ，t)∈C(G；R+)，q =mi {q‘( ，t)}，i∈，胁， 

g(t)= {qi(t)}； 

(H3)g ( ，t)∈C(G；R)，qi认( ，t)>0，q汕(t)=m 

{q{fIl( ，f)}，g油(f) { ( ，f)I}，Q一(f) 
E“  IE JI 

{q油(t)一 ．g (t)}≥0，i J∈Im，h∈，l； 
1 1．，’．I 。 

(H4)口 (t)∈C(R+；R+)，口谴(t)∈C(R+；R)， 

口融(f)>0，AI(f)= {口越(f)一
． ．

I (f)I}I>0， 
IE』m J=lJ I 。 

i ∈Im |j}∈，|；(H5) (̂t)，pI(t)∈C(R+，JR+)且，lim 

^(t)=lirnpI(t)=∞，h∈，l，|j}∈ ； 
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(H ) (u)c(R，R)，蛎 (u)>0(u≠0)， (u)在 

(0，∞)上是正的非减的凸函数， (u)≥ (u)(u> 

o) (u) (M)(M<o)，i， ∈L ≥M，M≠o且 

m是某正数，i∈L． 

定义 称数值函数 ：G—R振动，若对任意正数 

，存在点( 0，t0)∈Q X[ ，∞)，使得v(x0，t0)=0．否 

则，称为非振动的；称向量函数 R 振动，若它至 

少有一个分量作为数值函数是振动的；称向量函数 

u 非振动，若它的每一个分量作为数值函数都 

是非振动的． 

2 主要结果 

首先，考虑系统(E)，(B。)的振动性． 

定理1若存在h0∈It，使得 ’J10(t)≥O，且 

J (t)dt=∞，t0>0， (1) 

则系统(E)，(B。)的所有解在 G内振动． 

证明 假设系统(E)，(B。)有一个非振动解 u( ， 

t)=(u。( ，t)，u：( ，t)，⋯，u ( ，t)) 。，不妨设 当 

f≥f0>0时，ll‘i( ，t)l>0，i∈， ．令6 =sgnu ( ，t)， 

Zi( ，t)=61u ( ，t)，贝0 zi( ，t)>0，( ，t)∈ 

Q×[t。，∞)，i∈ ．由条件( )知，存在 t。≥f。，使得 

( ，t)>O，zj( ，p‘(t))>0， ( ， (̂t))>0，( ，t) 

∈Q×[tl，∞)， ，．，∈， ，后∈，|，h∈It． 

对方程(E)两边关于 在Q上积分有 

r(￡)筹 ) 】= 
(t) △Zl( ，t)出 +

j =l砉 (t)妾 △ ( (t))出一 
faq '￡ '￡) 一 亩 

J g ( ，f) ( Zj( ， ̂(f))) ，f≥fl，i∈， ． 

(2) 

由Creen公式及边值条件(B。)有 

△z ( ，t) =f01"l皇 d．s= 
一  

n 
( ，t)zi( ，t)dS≤o，f≥fl，i∈L· (3) 

Jn△ (x,p (f)) =一J (x,p (t))， 
z ( ，p‘(t))dS， t≥tl ∈L，后∈，|， (4) 

其中d．s是 aQ上的面积元素． 

又据条件(H：)，(H，)，(H )及Jensen不等式有 

Jng ( ，t)z ( ，f) ≥giJn ( ，f) ，f≥fl，i∈， ， 
(5) 

Jng油( ，f) ( ( ， ̂(f))) ≥g油(f)(Jn 

( (Jn ) Jn ( ， ̂(f)) )，f≥f·， ， ∈L，h∈，， 
(6) 

令 (f)=(J n dx) J nZ。( ，f)dx， (f)= 

( )一 J (x,t) ( ，f)dS，f≥f。， ， ∈L，则 

(t)>O， (t)≥O，t≥t1， ， ∈， ．于是 由(2)一(6) 

可得 

【6(f) ’(f)】 ≤一∑{口 (f) (p‘(f))一 

∑ I口 (f)l (p (f))}一g (f) (f)一 

毫 ) 一 
㈤ ) j：I J i uj 

令 (f)=
i 

(f)，y(f) (f)，f·≥f·，则 (f) 

>0，Y(t)≥O，t≥t1．上式按 i=1，2，⋯，m垂直相加， 

并结合条件( )，( )得 

【r(f) ’(t)】 ≤一∑{∑[口证(f)y_c(p (f))一 

∑I口 (f)l (pI(f))]}一g(f) (f)一 
『 ，．、 i( ( (t))) 

I{ i 1‰(t) O i 一 ：̂ 

㈤ ] 

∑{∑[ai／／~(f)一∑I (f)I] (p (f))}一 ‘
=I i=I =I√，‘i ’ 

g(￡ 一毫{ i=lI【‰㈩’ I i 】 =̂1 ‘ =． ，‘i 
(-鱼 )≤一毫min．．．{口融(t)一 6 J‘ 台 ．．． 、 
∑ l (f)I}∑ (p (f))一g(f) (t)一 

毫m in{ 卜 i ㈤) 
( ̂(f))≤一g(f) (f)一∑A‘(f)Y(o‘(f))一 

∑Q̂(f) ( (f)) 

；gee-0̂(f)= Q̂，f≥f1． 
因此有 

It(t) ”(f)] +g(f) (f)+∑A‘(f)Y(o‘(f))+ 
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∑Q̂(t) ( ̂(￡))≤0，t≥t1． (7) 

而 Y(oI(t))>10，t>It。， ∈ ，于是由(7)有 

[r(t) ’(t)] +q(t)V(t)+ 

∑Q̂(￡) ( ̂(￡))≤0，t≥t1． (8) 

由(8)可知[r(t) D(t)] ≤t0，t≥t。，所以 

r(t) D(t)单调减少，从而可推得 

r(t) ’(t)≥0，t≥t1． (9) 

事实上，若(9)不成立，则必存在 T>I t。，满足 

r( ) ’( )<O，所以当t>1 T时，由 r(t) ’(t) 

单调减少知，r(t) ’(t)≤r(T) ”( )，从而 

D(￡)≤ I_ ( ) n-I)( )，t>IT．因此 

IlK~,-2)(￡)一IA--~)( )≤r( ) ’( )J= ds，￡≥ 
在上式中，令 ￡一 ∞，得到timV~ ’(t)=一∞，同理 

类推，可得 

lira ”(t)=一∞， =0，1，2，⋯，几一2， 

但这与“ o>O”矛盾，故(9)成立． 

特别地，由r(t)>0及(9)得 D(t)>10，t>It。 

进而可推得 

(t)≥0，t≥t1． (1O) 

若不成立，即 (t)<O，则由凡是偶数及著名的 

Kiguradze引理  ̈可得，对更高阶的奇数阶导数有 

‘’(t)<0， =3，5，⋯，几一1． 

但这与上述结果“ D(t)I>0”矛盾，故(1O)成立． 

由(8)有 

It(t) ’(￡)] +Q̂0(￡)V(O'ho(￡))≤O，t≥t1． 

(11) 

令 )= ,t>Itl, ㈤ >10,t>ItI,且 

结合(11)有 

=  一  

≤一 ㈩ ． 俨( 
0̂
(￡)) 、 

对上述不等式从 t。到 t(t>t。)积分得 

0≤vc(t)≤iv(￡。)一【． (s)ds． 
令 t一 ∞，由 (1)可得 lim (t)= 一∞，但这 与 

“ (t)>10”，故定理 1得证． 

推论 1 若将定理1中的条件(1)换为 

I g(t)dt=∞ t0>0， 

则系统(E)，(B。)的所有解在 e内振动． 

证明 如同在定理 1的证明中，由微分不等式 

(8)有 

[r(t) ”(t)] +g(t) (t)≤0， t≥t1． 

余下的证明与定理 1类似，故省略．证毕． 

推论2 若微分不等式(8)无最终正解，则系统 

(E)，(B。)的所有解在 G内振动． 

定理2 若存在h。∈It，使得 0̂(t)>10，且存在 

单调递增函数 (t)∈C ([t。，∞]，(0，∞))，使得对 

任意正常数 口，有 

I[ (￡)Q̂0(￡)一 (￡)]dt=∞，￡0>0，(12) 

则系统(E)，(B。)的所有解在 G内振动． 

证明 如同在定理 1的证明中，可得 

[r(t) ’(t)] ≤0， ’(t)≥0， 

(￡)>0，V (￡)≥0，t≥tl， 

且有(11)． 

令， ) = ， ¨ u 

H(t)I>0，t>It。且结合(11)有 

= + 一 

(￡)r(￡) ”(￡) (~rho(￡)) 'ho(̈
，  

V~(O'ho(￡)) 

t 
+ ≤ ( 

0̂
()) 。 ( 0̂(￡)) 

t) ㈩ ： ( 
0̂( )) 、ĉ0 

(t)一 (t)Q̂0(t)， 

其中 =赫 >o， I，，(O'ho㈩)> 
0．t≥ 

对上述不等式从 到 ￡(t>T)积分得 

0≤H(￡)≤H(T)一I[ (s)qho(s)一 (s)]ds． 

令 ￡一∞，由(12)可得lim／'／(t)=一∞，但这与“H(t≥ 

0)”矛盾，故定理2得证． 

下面考虑系统(E)，(B：)的振动性．为此，在 Q 

上考虑 Difichlet问题： 

{． ( )+A∞( )=o， ∈Q， (13) 
L ∞( )=0， ∈aQ 

其中 A是常数． 

令A。是问题(13)的最小特征值，则据文献[15] 

知，A。>0，且 V ∈Q，其相应的特征函数 ( )>0． 

定理3 若定理 1中的所有条件成立，则系统 

(E)，(B：)的所有解在 G内振动． 
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证明 假设 系统 (E)，(B：)有 一 个 非 振 动解 

u(x，t)=(Ⅱ。( ，t)，Ⅱ：( ，t)，⋯，Ⅱ ( ，t)) ，不妨设当 

t≥t0>0时IⅡ ( ，t)I>0，i∈，m．令 i=sgnuf( ，t)， 

Zi( ，t)= Ⅱ ( ，t)贝 Z ( ，t)>0，( ，t)∈Q×[t0， 

∞)，i∈，m．由条件(H5)知，存在 t。≥ ，使得 Z ( ，t) 

>0， ( ，PI(t))>0， ( ， (̂t))>0，( ，t)∈Q× 

[tl，∞)， ， ∈，m，k∈，I，h∈，』． 

在方程(1)两边同乘以 ( )并在Q上关于积分， 

可得 

啬【r(￡ rt-| ( ) ) 】= 

t) ㈤  +
j =l砉 t)鲁 

△zJ( I(t)) (z) = ( )zj( ) (z) 一 

j =l熹击 g讷( ，t) ( ( ， (t))) ( ) ， 
t≥tl，i∈，m． (14) 

由Green公式及边值条件(B：)有 

△ ( ) ( ) = Z ( iaq,( ) = 

一 A。Zf( ，t)~p(t)dx≤0，t≥tl，i∈，m，(15) 

Jn ( ，pt(t)) ( ) = 
一

AoJn ( ，p‘(t)) (t) ≤o， 
t≥tl√∈， ，k∈，|． (16) 

又据条件(H：)，(H，)，(H )及 Jensen不等式有 

Jng ( ，t)z ( ，t) ( ) ≥ 

ql(t)J zf( ，t) ( ) ，t≥tl，i∈，m·(17) 

Jaq0"h( ，t) ( ( ，or (t))) ( ) ≥ 

q讪(t)( ( ) ) ( ( ( ) ) 

Jn ( ，o (t)) ( ) )，t≥ i,j∈，m，h∈，』· 
(18) 

令 (￡)=(1 n (z) ) l nZi(z，￡) (z)dx， 
t≥tl，i∈，m，则 U‘(t)>0，t≥tl，i∈，m． 于是 由 

(14)一(18)可得 

[6(t) ”(t)] ≤一A。∑{aigs(t) ( (t))一 

∑ I口 (t)IE(pI(t))卜 口 (t)ui(t)一 
J 1J产 l 一 

熹 )避 一 
㈤ 1 J

=1J，‘i L。 

令 (t)= (t)，t≥tl，则 (t)>0，t≥tl·上式按 i 

=1，2，⋯，m垂直相加，并结合条件( )，( )得 

[r(t)U (t)] ≤一jL。∑{∑I (t)Ui(P (t))一 

i ㈤I E(p‘( 】)一主{ i=l1 1 t) J IJ ● 一。 ̂： ’ 一 
盥  一 ㈤鲤  】)= —— 一 一 ％【￡J——百一 Jj 

{i =1【aig,1 i 1 ∽一 1 i 川 )))一 一A。∑{∑l (t)一∑I (t)I l ( (t))}一 I： L ，：
． 

。 

g(￡ 一熹{ i=l )_ i 】 
)一。砉m in t 一 

：  
)i =l ㈤ ≤ 

一 q(t) t)一A0∑ (c) (c))一∑ (￡) (￡))． 

其中_̂(t)=MQ (t)，t≥ 
因此有 ． 

[r(t)U(n一1)(t)] +q(t)U(t)+ 

A。∑AI(t)U(pI(t))+∑Q (t) ( (t))≤0， 

t≥t1． (19) 

余下的证明类似于定理 1后半部分证 明，故省略． 

证毕 

推论3 若微分不等式(19)无最终正解，则系统 

(E)，(B：)的所有解在 G内振动． 

由微分不等式(19)有 

Jr(t)U -1 (t)] +Ao∑AI(t)U(pI(t))≤0，t≥t1． 

类似于定理 1的证明，可得如下的推论． 

推论4 若存在k∈t，使得P b(t)≥0且 

) ∞ >0， 

则系统(E)，(B：)的所有解在 G内振动． 

由微分不等式(19)有 

[r(t)U (t)] +q(t)U(t)≤0， t≥t1． 

类似于定理 1的证明，可得如下的推论． 

推论 5 若推论 1中的所有条件成立，则系统 

(E)，(B )的所有解在 G内振动． 
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3 应用举例 

例 1 考虑偏微分方程组 

l_【t 5_兰 】+(-+t)M。( ，t)+ 

l 3ul( ，t一1T)+U2( ，t一1T)+Ml( ，t一 )+ 1 
厶  

一

詈)=Au]( )+Au]( 一 )， 

】+(2+t)us(X,t)+ 

I 2M·( 一1T)+ 3 Mz( 一1T)+M·( 一 ql")+ 

【3u2( 一 I1")=Au2( )+了1△M ( 一孕)， 
( ，t)∈(O，1T)×[O，∞)=G， (2O) 

边值条件为 

u (o，￡)= O
x
u‘( )=o，￡≥o， =l，2· 

(21) 

不难验证它满足定理 1的全部条件，所以系统 

(20)，(21)的所有解在G上振动．事实上，M。( ，t)= 

cosxsint，M2( ，t)=COS~COSt，就是这样的一个解． 

例2 考虑偏微分方程组 

『击【t 兰 】+(-+t)M。( ，t)+ 
I2Ml( ，t一1T)+ 2( ，t一1T)+3ul( ，t一孚)+ 
1 厶 

一  'if)=2△M·( )+Au]( 一挚)， 

】+( +￡) )+ 

I u1( ，t一 )+3u2( ，t一1T)+u1( ，‘一手)+ 

【-~-u2( ，t一 qT)= 3△M ( ，t)+ 3△“ ( ，t一 )， 
( ，t)∈(O，1T)X[0，∞)=G， (22) 

边值条件为 

M (O，t)= (1T，t)=O，t≥0，i=1，2． (23) 

不难验证它满足定理 l的全部条件．所以系统 

(22)，(23)的所有解在 C上振动．事实上 u ( ，t)= 

sinxcost，u2( ，t)=sinxsint就是这样的一个解． 
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Oscillation Theorems of Systems of High Order Nonlinear 

Delay Partial Differential Equations 

LUO Li-pinff，OUYANG Zi-ger~ 
(1．Department of Mathematics，Hengyang Normal University，Hengyang，Hunan 421008。China； 

2．Department of Mathematics，Nanhua University，Hengyang，Hunan 421001，China) 

Abstract：Partial functional differential equations come from many mathematical models in physics，biology，engineering 

an d other fields，which have strongly practical background．The oscillation theory is the one of the important bran ches of 

qualitative theory of partial functional differential equations．Th erefore，it is of great theoretical and practical value to re— 

search the osciHation ofpartial functional differential equ ations．Th e an thors study the oscillation 0fthe systems ofa class 

0f high order nonlinear delay partial functional differential equations．By using Green’s theorem and Riccati transforma— 

tion，they obtain some su伍cient criteria for oscillation 0f all solutions of the systems under two kinds of different bounda— 

ry value conditions，which are illustrated by some examples．Th ese results offer the foundation of mathematical theory for 

solving the practical problems of the above fields． 

Key words：system of high order partial differential equ ation；nonlinear ；delay；oscillation；Riccati transformation 

(编辑 张小强) 
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Reaction Time of Road Lighting in the M esopic Vision Condition 

ZHANG Qing—wen，CHEN Zhong一／in，LIU Ying-ying 

(College Architecture and Urban Planning，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：Brightness level of the road lighting should be of the mesopic vision category．But the present road lighting 

standard in the various countries is in the bright vision condition，this is different with the mesopic vision effect。which 

will bring the appraisal elTor into the illumination quality．Therefore，studies on the mesopic vision condition through the 

reaction time of the road lighting have been the front research topic．Regarding this，this article introduces the middle vi— 

sion reaction time test system which independently develops to carry on the photosource light effect the research．This 

system can adopt different light sources to form the illumination environment under the mesopic vision，simulate road 

barrier ahead the car at night with varied light，and examine reaction time according to visual characteristic of driver 

through electronic shutter．Through regression analysis of the massive measured data，the reaction time and the back— 

ground brightness function expression has been fitted under the different experimental condition，thus obmins the golden 

halogen photosource vision effect to be higher than the sodium lamp photosource the conclusion．In the article，the sys— 

tern the structure ，the principle of work，the experimental technique an d the data processing result has carried on the a— 

nalysis and the discussion．Th is research results which is founded in the mesopic visual condition the visibility model 

provide the experimental basis，which has the very good model significance for China road lighting project concrete im— 

plementation and the actual improvement． 

Key words ：mesopic vision；reaction time；background luminan ce；contrast ratio depended on mark；partial horn de— 

pended on mark：toemcient correlation 
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