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一 类非线性发展方程的渐近吸引子’ 
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摘 要：无穷维动力系统的基本理念是将一个无穷维系统约化为一个有限维系统，但是，要进一步 

研究约化后的有限维系统的动力学行为是非常困难的，因为它们的结构是未知的。为了克服这个困难， 

诸如近似惯性流形等概念已被引入，对于 Navier．Stokes方程，其近似惯性流形的存在性问题 已被讨论， 

它是通过挤压性质找到一个 Lipschitz函数，说明其整体吸引子位于该函数图的某个小领域，而文中是通 

过构造一个有限维解序列，说明长时间后其趋于方程的整体吸引子，理论上给出了一类发展方程的渐近 

吸引子的构造方法． 
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1 预备知识 

在研究无穷维动力学性质的过程中，人们相继建 

立了整体吸引子和惯性流形，将一个无穷维系统约化 

成一个有限维系统，但是要进一步研究约化后的有限 

维系统的动力学行为就显得非常困难，因为它们的结 

构是未知的，因而产生了近似惯性流形，指数吸引子和 

近似吸引子等概念 J．可是利用它们所得的近似系 

统与原系统之间缺少较严格的等价性，针对这一不足， 

王冠香、刘曾荣在文献[6]中提出了有限维渐近吸引 

子的概念．定义对一个发展系统 

H。+Au= H)， (1) 

记其相空间为日，解算子半群为{s(￡)} ；。，吸收集为 

B，假设对任意的 13,0∈B，存在Ⅳ维子空间中的近似解 

序列{H‘(t)} 及t’(B)，满足 l H‘(t)一S(t)13,0 l 一 

0，后一∞，t≥t’(B)，则定义 B‘=n u H‘(t)为系 
5≥O·l≥5，uOE 

统(1)的渐近吸引子，其中l·l 为相空间日的范数， 

H‘(t)依赖于初值 H。，而t’(B)只依赖于吸收集半径， 

且对B中的 H。是一致的． 

考虑如下一维周期边界条件下 N—S方程的等价 

形式 J： 

H。一 H +B(H，H)=fu( ，0)=13,0( ) (2) 

其中H( ，t)：Q X R 一尺，Q=[o，2叮r]，双线性项 

B(H，H)定义如下： 

<B(H，tI)，∞>=J todx，7>0 ∈H三 

i ∈ (Q)：fQo)=0 J，H。∈ ； 

i∞∈ (Q)：fotodx=0 J 
这里的 (Q)和 (Q)表示 c (Q)关于 和 范 

数的完备化，其中下标 P表示这里所讨论的均是周期 

函数，此方程为N—s方程的等价形式，故可以得到它 

的解的存在唯一性，相空间 和 日上的解算子半群 

S(t)及整体吸引子的存在性，详细证明参考文献[4]． 

下面引入关于吸收集的结果． 

引理1 对任意H。∈H，若满足l H。l≤r，则存在时间t’ 

=t’(7)>0，p0，pl>0，使得 t>t’时，ltt(x，t)l≤p0， 

l ( ，t)l≤p。，其中l·l表示 日上的范数(即 范 

数)，即B={H∈tI：l H l≤p。，l l≤p。)是方程(2)在日 

中的吸收集． 
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2 吸

H ～  sinkx⋯cos／~ k 1，2，

邮  

N 1 I ， 因为 具有完备正交基 { ， ，= ，， “、 y( + ) 。4( D + f1) 
⋯ l，所以，对 自然数．N，记其张成 N维子空间span 使得 

{sinkx，coskx，k=I，2，⋯N}为 ，记 H到 的N维 

正交投影为 ，而 Q =，一 ，对任意 ∈H，记P= 

P ，q=Q ，从而 =p+q，用正交投影将方程(2)分 

成 2部分： 

p

。

,

一

-

TP =

+

+P NB(u

，

, 
u

q Tq Q B (3) 若取 
。一 + ．-v( ， )=Q ． () 、 

对任意初值 u。∈B，按如下方式构造渐近解序列： 

q?一yq +QNB(p，p)=Q 
． (4) 

q。( ，0)=0 J 

q 一yq +Q B( ， )=Q 

}·k=1，2，⋯ 
q ( ，0)=0 J 

(5) 

其中 ‘=p+q‘，系统(3)，(4)的解的存在唯一性问题 

及吸收集等结果类似于 N—S方程可以得出l4 J，此处 

省略． 

下面考虑渐近解序列 ‘( ，t)对真实解 ( ，t)的 

逼近性，首先证明，对任意 U0∈B，上述得到的渐近解 

序列不会远离吸收集B． 

定理2 设 ( ，t)是对应于初值 。∈B的系统(2)的 

解，q‘，k=O，1，2，⋯按照式(4)，式(5)给出，则存在自 

然数Ⅳ0和正数t。( )>O，使得当Ⅳ≥No时有： 

l ‘l≤2po，l ：l≤2pl，t≥tl(B)，k=0，1，2，⋯ 

(6) 

证明：由吸收集的正不变性， ∈B可得到 (t)∈B， 

从而lP l≤p。，lP l≤p。，为了证明(6)式，只需证明 

l q l≤Po，l q：l≤Pl，k=0，1，2，⋯ (7) 

下面用数学归纳法证明(7)式的成立． 

当k=0，用q。与(4)作内积可得 

1 d 
+ ≤ I<QjvB(p，p)一Q ，q。>I≤ 

(1 B(p，p)l+lf1)‘l q。l≤(1P It-lP l+lf1)‘l q。l≤ 

( +l川‘l qO l 
这 里 用 到 了 Agmon 不 等 式 在 一 维 的 情 况 ： 

。  l} 

由q的定义知不等式l q l ≥(N+I)l q l 成立，从而有 

I d l q。l +y(Ⅳ+1)I q。l ≤( +l厂1)l q。l 

d 叩 ⋯ w  

簪 ， 
q ⋯ 。 ㈣  

Ⅳ-=min{Ⅳ>。， ≤ } 
则l q。l≤Po，t≥tl1． (9) 

用一q 与(4)作内积可得： 

1 d 
l o I +T I q~I ≤(1 (p，p)I+If1)。I q~l≤ 

’ (√ +Il1) +詈l口 l 
d l 0 I+y(Ⅳ+1)I q~I ≤_I1 t伽~ I 3+If1) 

由 GmnwaJl不等式可得，存在 t-：( 。g 

得 

l≤ ( (10) 

若取̂『2=min{Ⅳ>。， 三 ≤p )， 
则有Iq!I≤P1，t≥t12(B) (11) 

因此，k=O时，(7)式成立． 

假设(7)式对k一1成立，即l q l≤p。，l q l≤p。(12) 

用q‘与(5)作内积，利用 卜 =p+ 可得 

l ( ̈ ， ̈ )I≤ I ¨ I 。 一-l≤2 

1 d I +y I≤ I(Q ( ̈
， ¨)一Q~f,q‘)I≤ 

(1 B( ， )l+lf1)l q‘l≤(2√ 享p +lf1)l q‘l 
由GronwaU不等式，类似于(8)(9)可知存在 t13和 Ⅳ3， 

只要t≥tl3，』v≥Ⅳ3就有I q‘I≤po． (13) 

类似于(10)、(11)的证明，可以得到 t。 和 Ⅳ4，只要 

t≥tl ，Ⅳ≥Ⅳ4就有Iq：l≤p1． (14) 

注意到这里的 t。 ，N (i=1，2，3，4)均与 k无关，由归纳 

原理取 Ⅳ0=min{Nl，Ⅳ2，Ns，Ⅳ4}，tl=max{tll，tl2，tl3， 

t， }，则定理 2获证． 
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下面进一步证明q‘收敛于 q． 

定理 3 设 u(x，t)是对应于初值 。∈B的系统(2)的 

解，q‘，k=O，l，2，⋯是式(4)、(5)的解，则存在 t：( ) 

和自然数Ⅳ1，使得当Ⅳ≥Ⅳ1时，Iq 一q I—o， 一∞， 

t≥t2( ． (15) 

证明：记 ‘=q‘一q，则由式(3)和式(5)可得 

一y +Q．1vB( ‘一 ， ‘一 )一 

Q．1vB( ， )=0，k=l，2⋯ (16) 

而 B( ，M )一 ( ， )=B( ， )一 

B( ， )+ ( ， )一B( ， )= 

B( ‘- ， ‘- )+ ( ， )． (17) 

用一 与(16)作内积，利用 (Q)可以有界嵌人到 

L。(Q)，可得： 

1 d I +y I ≤ 

(I ( ， )I+I ( ， )I)I I≤ 

(I I I -1 I+I I I -1 I)I I≤ 

(2Cp。+ ) I I 

这里用到了不等式：l l ≤cl／／, l， 

I I ≤ I 

由Cauchy不等式可得： 

d l +．y l≤ 2 

d Iz+y(N+1) Iz≤ 

2(2c~。+ ) 

加  

(18) 

另一方面，由的定义易知 

1 d l o l +y 1 wO
= I~(I ( )I+I ( ， )I)1 w~ 

≤(cp。+ )1 w~l 1w~l~ 

(cp。+ ) 

令Ⅳ1·-min{Ⅳ>。， Ⅳ+l I (
Cp。+ ) 

时， d I ：I≤o
， V t≥o 

Ⅳ +l 
l，则当 J Ⅳ≥Ⅳ“ 

于是在(18) 

I ：I ≤I ：( ，0)I ，V t≥0 

中，令 =1，可得 

d Iz+y(+1) I I≤ 

2(2c~。+ 1 ：( 
，0) 

由Gronwall不等式可知，存在t：。( 使得 

I≤ 4(2cp + ) 
y(N+1) 

(19) 

：( ，0)I，t≥t2l 

用数学归纳法可以证明，存在t >O，使得 

I ≤f4(2cp。+ ) ：( ，OK) 

(20) 

y(N+1) J 

t≥t ，k=1，2⋯ (21) 

由于(2O)中的系数均与 k无关，因此这里的 实 

际上可以取成是一个与k无关的常数 

．

f 删nIⅣ>0
， 

4(2Cp。+ 1 
y(N+1) 

t2(B)，令Nl2= 

<。)，则 J I ：l=o，且 
此收敛关于 t≥t：(B)是一致 的．最后，取 N。=max 

{Ⅳ1。，Ⅳ1：}，则定理3证毕． 
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Uniqueness of Entire Functions with Their Derivatives 
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Abstract：The anthors use the theory of normal famihes to prove：Let k be a positive integer，and let口，b(≠口，0)，d be 

three finite complex mumber$．IffandJ<‘ share口CM =b wheneverJ~‘ =6，and all zeros off—d have multiphcity at 

least k ，then ¨
．  

Key words：entire function；normality；uniqueness． 
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Asymptotic Attractors of the Nonlinear Evolution 

Equation in Boun ded Domain 
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(1．College of Mathematics and physis，Chongqing University，Chongqing 400030，China； 
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Abs tract：Th e basic principle of infinite．．dimensional dynamic system is to try to reduce the original infinite··dimensional 

system to an infi nite—dimensional system．However，due to the unknown structure of the reduced system，it is difficult to 

describe its dynamical behaviour．To overcome this difficulty，the idea of approximate inertial manifolds is introduced， 

for NSE，the existence of AIM was studied，it is shown that the global attractor lies within a neighborhood of the graph 

of an Lipschitz function by the squ eezing property．In this paper，by constructing a finite dimensional solution sequ ence， 

we will prove that it tends to the global attractor，theoretically，this provides a metod of constructing the asymptotic at— 

tractors，theoretically，this provides a method of constructing the asymptotic attractors for the evolution equ ations． 

Key words：nonlinear evolution equation；global attractor；asymptotic attractors 
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