
2007年 2月 

第30卷第2期 

重庆大学学报(自然科学版) 

Journal of Chongqing University(Natural Science Edition) 

Feb．2Oo7 

Vo1．30 No．2 

文章编号：1000-582X(2007)02—0142．04 

涉及微分多项式的全纯函数的正规性’ 

刘 静，李 江 涛 
(重庆大学数理学院．重庆 400030) 

摘 要：通过研究全纯函数族的正规性，给出了一个一般性的正规定则 改进了李江涛和仪洪勋的 

结果．设 F为区域 D上的全纯函数族，k为正整数，并令 口(z) b(z)≠O，c(z)≠0为 D上解析函数．若 

对V厂∈F 的零点重级至少为k，且fCz)=0 P∽ Ct)+Ḧ ’+H(厂 ，⋯， ”))=口(z)，P ”)+H 

(厂 ，⋯， ”))=6(z) l厂(z)=c(z)．则F在D上正规． 
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1 引言及主要结果 

设 z)为复平面区域 D上的全纯函数，m，q，k 

为正整数，口i(z)(i=1，2，⋯，q一1)，6 (z)(．『=1，2，⋯， 

m)，为区域 D上的解析函数，n。，n。，⋯，n。为非负整 

数．令 

P(to)=to +口。一l(z)to -1+⋯ +口l(z)to， 

( ，⋯， ”))=尸 ) ··( ‘’) ， 

= n0 + nl + ⋯ + nI
— l， 

= n0 + nl + ⋯ + nI， 

．r̂f=n0+2nl+3n2+⋯ +(k+1)nI 

(厂 ，⋯，( ”))称为厂的微分单项式，更进一步，令 

。 ，⋯ ， D))， (厂 ，⋯， ‘’))，⋯， (厂 ， 

⋯  ”))为厂的微分单项式．称 日( _，’，⋯，( ”))= 

b。(z)M。(f，厂，⋯，( ”))+⋯ +b (z) (厂’厂，⋯， 

”))为厂的微分多项式，定义 

r =minI 。，r五，⋯， }， 

令f,g为区域D上的全纯函数，口，b为复数．若 z)= 

口时g(z)=b，则可表示为f(z)=口 g(z)=b，若 

z)=a~g(z)=b且g(z)=b~f(z)=口，则可表示为 

z)=口 (z)=b，若f(z)=口§g(z)=口，可称厂， 

g在区域D上分担值 口． 

Schwick首先把分担值与正规族联系起来，证明了 

定理 A⋯ 设 F为单位圆盘△上的亚纯函数族， 

口。，口：，口，为三个互相判别的有穷复数，如果对 V厂∈F， 

口与b为厂和_，’在△上的IM分担值，则F在△上正规 

2002年，黄小军证明了： 

定理 B 设 F为区域 D上的亚纯函数族，m， 

q， 为正整数，P( )= +口。一l(z) +⋯ +口l(z) 

为一个多项式．令日(厂 ⋯， ”))为上面所提到的 

微分多项式，满足 >0，口(z)，6(z)，b(z)≠0，c(z)≠ 

0为 D上的解析函数，如果对V厂∈F 的零点重级至 

少为 k，且 

z)=0§ P ”)+日(厂 ，⋯，( ”))=口(z)， 

且P ”)+日(厂 ，⋯， ”))=b(z) z)=c(z)． 

则F在D上正规， ≥2．当k=1时，只要口(z)≠(m+ 

1)6(z)(n=1，2，⋯)即可． 

最近，李江涛和仪洪勋证明了： 

定理 C 设 F为区域 D上的全纯函数族，k为 

正整数，口，b(≠0)，c(≠0)及d为有穷复数且b≠口． 

若对V厂∈F 一d的零点重级至少为 k．厂=0 ”=口 

且 =6 =c，则F在D上正规． 

自然地，希望把定理c[3 中的 ”用门均微分多项 

式来代替，结论仍成立，笔者将证明如下定理． 

定理 1 设 F为区域 D上的全纯函数族，m，q，k 

为正整数，P( )= + 一l(z) +⋯ +口l(z) 为 

· 收稿 日期 ：2006—09-30 

作者简介：刘静(1981一)，女，重庆大学硕士研究生，主要研究方向为值分布理论研究．李江涛(1963一)，男，副教授，博士， 

电话(Te1．)：023-65102521；E—mail：lit@sdu．edu．cn． 

http://www.cqvip.com


第30卷第2期 刘 静，等： 涉及微分多项式的全纯函数的正规性 143 

一 个多项式．令 口 ，⋯，( ”))为定理 B中所提到 

的微分多项式，满足 rJ；>0，口( )，6(z)≠O，c(z)≠O 

为 D上的解析函数，如果对 V，∈F，f的零点重级至少 

为后，且 

)=o P ”)+日( ，⋯， ”))=a(z)， 

且 P ”)+H ，⋯，( ))=b(z) )=c(z) 

则 F在 D上正规 

当日 ，⋯，( ”))取特殊函数值时，即可得到 

下面的推论 

推论 设 F为区域 D上的全纯函数族，m，q，|j}为 

正整数，p(∞)=~o0 +口。一1(z) I1+⋯ +口1(z)∞为一 

个多项式．a(Z)，b( )≠0，c( )≠O为 D上的解析函 

数，如果对V厂∈F 的零点重级至少为 后，且 

)=O P ”)=口( )； 

P )=6(z) ( )=c(z)． 

则 F在 D上正规． 

明显地，定理 C是推论的一个推论． 

定理2 设 F为区域 D上的全纯函数族，m，口，后 

为正整数 ，p(cc’)= +0。一。(z) I1+⋯ +0。(z)cc，为 

一 个多项式，日 ，⋯，( ”))为定理 B中所提到的 

微分多项式，满足 r >O，a(z)，b(z)≠O为D上的解 

析函数，如果对V厂∈F 的零点重级至少为 后，且 

)=a(z) ((厂‘‘ ))+日(厂 ，⋯，(厂‘‘ ))=a(z)， 

且 P ”)+日( ，⋯，∽ )=b(z) z)=b(z) 

则 F在 D上正规． 

2 引理 

引理 l-4 J：设 F为单位圆盘△上的全纯函数族 ， 

为一正整数，对 ∈F 的零点重级均≥后．假设存在 

A≥l，当f(z)=0时，I ”( )I≤A．若 F在△上不正 

规．则对0≤ ≤后，存在： 

(1)数 r，0<r<l， 

(2)函数列 ∈F， 

(3)正数列 ， 

(4)点列I I<r， 

使得 ĝ( )=ol (口 +p )一g( )按球面距离一致 

收敛．这里 g为复平面c上的整函数，满足g ( )≤ 

(0)=k4+l，V ∈c＼{0}且g( )的零点重级≥后． 

注：在引理 l中，若 o≤ ≤后时，对 ”( )的限制可以 

忽略． 

引理 2[ 正规函数的级至多为2，正规整函数是 

指数型的，且级至多为1． 

引理3 g为有限级的亚纯函数，若g仅有有限 

个临界值，则 g仅有有限个渐近值． 

引理4 g为超越亚纯函数，g(o)≠∞，若 g的 

临界值和渐近值为有界集．则存在R>0使得 

㈤ I≥ log V ∈c＼ 且 

不为 g的极点． 

引理5 设厂为复平面 C上的超越亚纯函数， 

则当一 ∞时 

( ≤ (2 1
，

N(r，71)+ 

(2+亍)Ⅳ(r， j)+s(ro9· 
引理6[ 区域D上的亚纯函数族F是正规的充 

要条件是对任意的子集后C_D，j常数使得 

( )≤M对 V ∈F， ∈ 

弓I理 7 。 令p(∞)=∞ +口。一l( )n， 一 +⋯ +口l 

( )∞，ai( )(i=1，2，⋯q一1)，d( )在 { ： ≤1}解 

析．则集合 

S={∞∈C P( =)∞ + 

口( )( ) 如 +⋯+al( ) =d( )，Iz I≤1} 

是有界的． 

3 定理 l证明 

不失一般性，假设 D=△='[ ： ≤1)，口( )，口 

( )(i=l，2，⋯，g—1)在'[ ： ≤1)解析．因此存在 

正常数 M>0，V ∈D有 I a(z)I≤ ，I口 ( )I≤M， 

(i=1，2，⋯口一1)．由假设和引理 7，我们可得到当 F 

( )=o时，I ”( )I≤ +1．现假设F不正规，由 

引理 l对A=蛳 +l，存在函数列 ∈F复数列 ， 

正数列p ，有 

g ( )=p： ( +p )一 g( )， 

按球面距离一致收敛．g为非常数整函数，满足：g的 

零点重级均≥后和g ( )≤ (O)=／cA+1． 

又由引理 2，g( )的级至多为 1．令 

( ) =∞ +口(q—1)+W -1 +⋯ +口l(O)∞． 

首先证明： 

(1)g( )=O (g )=a(o)(≠0)； 

(2)O(g̈ ( ))≠b(O)． 

不妨令 

￡∽ =P ”)+ ，⋯， ”))， 

假设 g( )=0，由 Hurwit~定理，j ， 一 ， 
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g ( )=p ( +P )=0，(当 n充分大时)，则有 

( z +p ))=a(z +p )，i．e， 

(．， z +p ))=P(． ”( +p ))+ 

日( ( +p )，⋯ ( +p ))= 

( ( + )) + q-I ( + )( ( +p )) + 

∑bi z +p ) ( ( +p )，⋯ z + 

p ))=(g ( )q+⋯+口。( + 

p )g ( )+∑bi z +p )p 一 

Mi(g ( )，⋯，g ( ))=口( +p )． 
由假设r』：>O，可知丁 ／ <(Ij}+1)( =1，2,-．-n)，因此 

可得 

i
∑
=1 
6i( n+pn n)p(k+1)'Mi-rM~Mi(gn( n)，⋯’，g ( n))， 

在点 的邻域内一致收敛于o．所以 (g ( ))=口 
(0)(n一∞)，即． 

g( )=oj (g㈤( ))=口(o)． 
以下证明(2) 

假设 (g㈤( ))=(g㈤( ) q+aq-I(o) 
fg(‘ ( )q-I+⋯+口。(o)g(‘ ( )=6(o)． 

不妨设 (g‘‘ ( ))不恒等于6(o)，否则g‘‘ 
( )；c。(c。为常数)，下面证明这是矛盾的!由引理 

7，l c。l≤Mq+1．Y．I~t g的零点重级至少为k，则g一 

定有一个重级为k的单零点 ，使得 

g( )=C0( — 。)‘／Ij}!． 

通过简单计算得g (o)≤ (当 I≥1时)或g (o) 

≤l c0 l(当l l l≤1时)，这与g (O)=kA+1，A=gq+ 

1矛盾． 

因此由Hurwitz 定理 了 ， 一 ， 

( z +P ))=6( +P ) 

又根据 z))=b(z) ( )=c(z)，c(0)≠O有 

( +P )=c( +P )， 

g ( )：丛  ： 
． 

这与Iimg ( )=g( )≠∞矛盾!这就证明了(2)． 

由引理2，g是指数型的整函数，且级至多为 1，则 

g 的级也至多为 1．又由(2)知存在一个非零常数b。， 

使得g‘‘ ≠61． 

于是有 

g‘‘ = bl+eco”1 (c0，cl为常数)， 

下面分两种情况来讨论． 

(i)当c。≠O时，g为超越整函数． 

明显地，零不是 (∞)一b(0)的根，这是因为当 

∞=O时， (∞)=0而 b(0)≠0．由 b(0)≠0， 

g‘‘ ( )≠6。，又g为超越的，根据引理 5，可得 g一定 

有无穷多个零点 。， ：，⋯， ，⋯，l l一∞(_『一∞)．令 

日( )=g‘‘一 ( )一bl ，贝0 H ( )=g‘‘ ( )一bl，日( ) 

是有限级的超越整函数．结合引理3和引理4可知了尺 

>0，使得 

≥ = 
1 

， 

所以 

．+∞， 当n．+∞时． 研  ∞’ 当n ∞ 日‘ 

另一方面，由引理7，当n一∞时，与 是有 
界的．于是得到矛盾． 

(ii)当cl=O时，g‘‘ ( )=bl+e ；常数．即g为 

k次多项式 ，且 g的零点重级至少为 k，则g一定有一 

个重级为k的单零点 。，使得 

g( )=(6。+eco) — ， 

由引理7知l b。+e勺l≤ +1． 

通过简单计算得g (o)≤ (当 l≥1时)或gS(o) 

≤l bl+eco l(当l l l≤1时)．这与g (O)：Ka+1，A= 

Mq+1矛盾． 

综上，F在△上正规，进而在 D上正规，证毕． 

4 定理2的证明 

令F={f一 ∈F}，则对V ∈F，f—a的零点 

重级≥Ij}，f=O~L(f)=a(≠O)和 L(f)=6j 一b— 

a，又因b(z)≠口( )运用定理 1到 F上，即可得 F在 D 

上正规，则 F在 D上正规．证毕． 
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Normality of Holomorphic Functions with Differential Polynomial 

LIU Jing，LI Jiang—tao 

(College of Mathematics and Physics，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：The anthom study the normality of a famility of holomorphic functions
． A general norm al criterion is obtained

． 

which impmves the results given by Li JT and Yi HX．Let F be a families of holomorphic functions in a domain D
．  k be 

positive intrgers，a(z)，b(z)≠0，c(z)≠0 be some analytic functions in D．If for each f∈F．the zeros of f have multi． 

phcity at least k，an d 

z)=a(z)jP ”)+日 ，⋯ ”))=a(z)， 

P ”)+日 ⋯ ”))+b(z) z)=6(z)． 

Th ell F iS norlnal in D． 

Key words：homomo~hic function；differential polynomial；shared values；norm ality 
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