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用带非线性 自反馈的神经网络求解最大团问题 
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摘 要：针对饱和非线性动态网络算法(SLDN算法)解最大团问题容易陷入局部最优这一缺点，提 

出了解决该问题的一种新的神经网络算法，并构建了新数学模型。该算法在 SLDN算法基础上加入了 

非线性 自反馈，具备良好的动力学特性。分析了加入非线性 自反馈后的收敛性，并且通过仿真实验表明 

其整体性能要优于SLDN算法。 
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最大团问题是一个经典的图论问题，要求找出任 

意给定图中的一个最大完全子图。人工智能、聚类分 

析、信号传输、编码理论、移动计算、故障诊断等领域中 

的许多问题都可以归结为最大团问题 曲̈ 。最大团问 

题是一个 NP难问题，因此，解最大团问题的一条可行 

途径是设计近似算法或启发式算法 J。 

递归神经网络为近似求解组合最优化问题提供了 
一 种有效工具。在过去的十几年中，神经网络被成功 

地用于解最大团问题n 51 ” 。例如：Jagotal2 设计的 

Hopfield网络，Galdn—Marin等人 提 出的竞 争 

Hopfield网络等。1999年，Pekergin等人 提出了一 

种饱和线性动态网络(SLDN)来求解最大团问题。这 

种网络的特点是：在一定范围内，神经元按照线性规则 

进行状态更新；在该范围之外，神经元处于饱和状态。 

SLDN的主要缺点是：容易陷人局部最优。 

受上述工作启发，笔者提出了解最大团问题的一种 

新的神经网络算法。该算法的特点是：在 SLDN算法中 

引人了非线性 自反馈，使其具有更丰富的动力学特性。 

仿真实验表明：所提算法能够有效地防止陷人局部最 

优，尤其适用于顶点数量较多、边密度较大的图。 

1 基础知识 

在图论中，设图 G =( ，E)是任意无向图 其中 

V={1，2，⋯，n}是 G中顶点的集合，E V X V是 G 

中边的集合。若对 的非空子集 C中任意两个顶点 

， ∈ C，必有( ， )∈E，则称 C为团。若对任意 

C ，Cc C 并且 C≠ C ，若 C 不是团，则称 C为极大团。 

图 G的最大团是指对 G中的任意其它团C”，都有l Cl 

>lC”l，则称 C为 G的最大团。需要指出的是，最大 

团一定是极大团，反之一般不成立。 

独立集的定义是：若 G__( ，E)是无环图，5是 G 

的非空子集，若 5中任意两顶点均不相邻，则称 5为 G 

的独立集。G的独立集称为最大的，如果对 G中任何 

异于5的独立集5 均有l 5 l≤ l 5 l。独立集 5称 

为极大的，如果对任何 ∈V＼S，Su{ }都不是独立集。 

定义 A=(口 ) 为图 G的邻接矩阵，其中若( i， 

)∈E，贝0口 =1；若( ， ) E，贝0口 =0。定义G= 

( ，E)的补图 G=( ，E)，其中E={( ， ) ， V， 

≠ ，( ， )∈E}。对 的子集5 ，称G(5)={5 

I nS x S}为由5导出的子图。图G=(V， )是完全 

图当且仅当 中的任意二顶点之间都有边相连。显 

然团 C是 的一个子集，并且 G(c)是完全图。最大 

团问题等价于最大独立集问题。求一个图的最大团相 

当于求其补图的最大独立集。 

从邻接矩阵的定义显然可知图 G的邻接矩阵A= 
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a ) 是实对称的，即A=A ，并且 0 ；0。其补图 

G的邻接矩阵A=(a ) 也是实对称的，且有若 a = 

0，则a =1；若 a =1，则 a =0和 a E 0。Pekergin 

等在文献[1]中证明了下列性质。 

性质 1：A=(a ) 是不定矩阵。 

性质2：S是独立集当且仅当它的特征向量 满足 

方程 Ax =0。 

性质2表明：如果 S c V是顶点集的子集并且 

∈{0，1} 是它的特征向量，即 =1当且仅当V ∈ 

S， =0当且仅当V 譬S。其中i=1，2，⋯ ，rt。 

性质2同时还说明：邻接矩阵A的独立集的特征 

值是密切相关的，但并不意味着 就是极大独立集。 

标准的求解图的最大独立集的0—1二项优化问题的 

方程如下 

minf( )=XTAx—eTx， ∈{0，1} (1) 

其中：A∈{0，1} 是 G的邻接矩阵，e={1，1，⋯ ， 

1} ∈R 。 

性质 3： ∈{0，1} 是使式(1)中，( )的离散全 

局最小的充分必要条件是集合s满足 = ‘是图G 

的最大独立集。 

性质4： ‘∈{0，1} 离散局部最小化的充分必要 

条件是 = 是 G的极大独立集。 

由以上性质可以看出，求解图 G的最大团就等同 

于求其补图G的最大独立集，也就是最小化式(1)中的 

目标函数．厂( )。 

2 MCP问题的求解 

在文献[1]中，Pekergin等给出了求解最大团问题 

的模型。 

其能量函数为 

V = XTAx—eTx
， ∈[0，1] 。 (2) 

由式(2)的能量函数，定义梯度下降动力学方程 

任意给定初始条件 (0)∈[0，1] ，上式定义的 

微分方程虽然不连续，但是却存在惟一的解，且其解的 

连续性只与时问相关，而与其是否可微无关。Pekergin 

在文献 [1]中还证明：对任意给初始条件 (0)，按 

式(4)计算，式(2)定义的能量函数是单调不增函数， 

并且最终可以达到稳定点，能够有效地实现图的最大 

团问题的求解。 

在一般情况下，Pekergin等的方法能够在一定程 

度上得到图的最大团。但是实验发现，由于 SLDN算 

法是采用的方法是梯度下降法，容易陷入局部最优，从 

而不能得到全局最优解，即并不一定能得到最大团。 

针对 SLDN算法中存在的以上问题，笔者通过在 SLDN 

中加入非线性自反馈，提出了一种新的并行算法，它能 

够在一定程度上改进 SLDN算法的性能，得到更好的 

解。定义其更新规则如下： 

( )+ {{一[ ( )i-4 ) ( )一吉]， 
当0≤Xi(f)≤1，且 E] 寸； 

)，当 f)=1 一[ ㈤] ≥0日寸． 

)；当 f)=0 一[ ∽] ≤0时。 

(5) 

(f+1)=(1一 ) (f)。 (6) 

其中 是一个正常数，它的大小影响着目标函数的减 

小速度，其值要求大于0。 (t)是一个 自反馈连接因 

子且 (t)≥0。在迭代过程中，对同一时刻 t， (t)的 

值相同，并且作用于所有的神经元。 是一个常数因 

子，它影响着自反馈 (t)值的变化，其值范围要求在 

0≤8≤1。 

在新算法中，因为 (t)随时问的增加而不断减 
1 

小， (t)一÷随时问有可能为正，亦有可能为负，所以 

= 一  V V= e一 。 (3) 自反馈项
一  ( )【 ( )一号]亦随时问 振荡并且逐步 

Pekergin等同时还指出，式(3)定义的动力学方程 

如果不限定在0～1范围内，是不会稳定的。对求解最 

大团问题也不会有什么帮助。为了实现问题的求解， 

修改式(3)定义如下 ： 

丢一( ) 当0≤ ≤1且非下列两种隋况时； 
0 当 = 且言1一( ) ≥时； 

0 当 =0 一( ) ≤0时。 

(4) 

减小，即具有某种类似模拟退火的性质。网络输出通 

过自反馈，能够有效地改变神经网络的输入值的大小， 

从而可以跳离局部最优。 

3 实验结果及分析 

Pekergin在 SLDN算法中采用的是在不同顶点个 

数和不同边密度的随机图中所找出的极大团的平均值 

作为主要度量指标。笔者的算法是在 SLDN算法的基 

础上做了部分改进工作，所以将继续使用这些评价指 

标，以利于对照比较。 
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实验结果表明：笔者的算法要优于 SLDN算法。 

对于如图 1所示的 20个顶点的图，任意给定初始 

值，用笔者的算法，一般总能迭代求得其最大团，并 

且其最大团是 3；而用 SLDN算法，在部分初始值下 

得到的最大团为 2。图 1画出了用新算法求得的最 

大团(不同的非实线线型表示不同的最大团，仅给出 

了部分)： 

l7 

16 

图 1 一个顶点数为 20的图及其最大团 

笔者只选择和 SLDN算法做比较，一方面是由于 

该算法是基于 SLDN算法的改进，另外一方面的原因 

是Pekergin等在文献[1]中对许多已有的求解MCP的 

算法和 SLDN算法都做了详尽的比较，并且表明 SLDN 

算法优于其它算法。由于 SLDN算法已表明自身优于 

其它已有算法，所以只要笔者的算法能够得到 比 

SLDN好的结果，也就表明了该算法会优于其它算法。 

比较的具体结果如表 1。 

表 1 改进后的算法和 SLDN算法求得的最大团的对比 

由表 1可以看出：在相同的情况下，改进后的新算 

法求得的团的平均值要高于 SLDN算法的结果，也就 

是说它能够得到更好的解。 

实验中采用的是随机产生的网络和初始输入 

(0)，并给定适当的负反馈初始值z(0)，按照式(5) 

规则进行迭代。在迭代初期，神经元的状态迁移会非 

常激烈，能够在一定程度上打破单一梯度下降限制，使 

网络逃离局部最优。根据式(6)，随着时间的演变，自 

反馈权z(￡)将会逐步趋向于0。整个网络在非线性自 

反馈非常小的时候，梯度下降法迭代将占主导地位，此 

时的网络相当于SLDN网络。依据文献[1]，将会得到 
一 个有效的稳定的解。 

仿真过程中发现，负反馈z(0)初始值对迭代的 

收敛速度有很大的影响。z(0)初始值过小，会使迭 

代陷入局部最优。z(0)初始值过大，算法收敛缓慢， 

有时其收敛速度甚至会低于 SLDN算法。常数因子 

， 对算法的收敛速度也有很大的影响。一般情况下 

越大，收敛越快； 值有一定影响，但表现不是很明 

显，尤其是顶点数较少时。 

另外仿真实验还表明 SLDN算法对每个初始值并 

不是都能够收敛到有效解。在有些情况下，部分顶点 

并不是收敛到目标值 0或者 1，而是 0．5，即不能得到 

有效解。而改进后的算法则一般不存在这个问题。 

以上表明，改进后的算法的确能够比SLDN算法 

得到更好的最大团的结果。 

4 结 语 

笔者通过对 SLDN算法的研究，发现其在某些初 

始条件下并不能收敛到图的一个团，或者得到的结果 

比较差。为了解决这个问题，通过在 SLDN中加入非 

线性自反馈，提出了一种新的改进算法。它能够在给 

定任意初值的的情况下得到图的一个团，并且可以在 
一 定程度上避免算法陷入局部最优，得到比SLDN算 

法更好的次优解。 
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Using a Neural Network、 th Nonlinear Self-feedback to Solve 

the Maximum Clique Problem 

LIU Huai-yi。YANG Xiao—fan，SUN Lioping，sl Pei，WANG Can 

(College of Computer Science，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：As the MCP is NP—hard，an efficient approach to treating this problem is to design appropriate recurrent neural 

networks．We develop a new algorithm for the MCP，which can，to a certain extent，prevent the associated neural net- 

work from falling into local optimal points．The propo sed algorithm incorporates nonlinear self-feedback into the SLDN 

algorithm and has distinguished dynamical characteristics．Simulation results show that the performance of proposed algo— 

rithm is statistically superior to the SLDN algorithm． 

Key words：maximum clique problem；heuristic algorithm；neural network；non—linear self-feedback 
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