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N+1一体问题的空问和平面中心构型 

朱长荣 ，罗广萍 
(1．四川大学 数学学院，四川 成都 610064；2．重庆大学 数理学院，重庆 400030) 

摘 要：研究了在单位质量椭球上的向量场与中心构型的关系，得到以正 N一边形为基底的 N+1 

一 体问题构成的空间和平面中心构型。可以得到结论：对于任意的Ⅳ，N≥2，平面中心构型总是存在 

的；但对于空间中心构型，仅当N~472时存在一对中心构型，一个向上，另一个向下，而当N~473时就 

不存在非平面的中心构型。 
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1 引言及主要结果 

N一体问题描述的是Ⅳ个质点在万有引力作用下 

的运动规律，这个规律可以由牛顿第二定律给出，它表 

现为一个二阶常微分方程组 
“

= ， =1，2，⋯ ～， (1rnjqj )O —q—
i

， 
．， ， ，⋯ ,PC， 

mi∈R ，g ∈R 为质量和位置，牛顿势： (g)= 

m  

J 一g }。 

定义碰撞集：A：u△ ，其 中 a ={g=(g ， 

g2，⋯ ，g，v)∈R }qj=吼，对J．≠后}。令x={g=(q1， 

g：，⋯ ，g )f mfgf=0}，则 △就是构型空间。 

定义 一个构型g∈X／A称为中心构型，如果存 

在一个不依赖于质点的常数 A，使得 

～

_
OU
=Aq， (2) 

oq 

其中M =diag(m1，m1，m 一，m～，m～，m～)。对中心构 

型的研究可以追溯到 18世纪，欧拉和拉格朗日分别发 

现三体 问题 的共 线和 等边三 角形 的中心构 型。 

1995年，Moeckel和 Simö 研究了由2个正 N一边形 

套构成的所有平面和空间中心构型。假设放在内外层 

正N一边形各顶点上的Ⅳ个天体质量分别全等，他们 

证明了对于任意的 Ⅳ，Ⅳ≥2，平面和空间的中心构型 

总是存在的；当N~472时存在一对中心构型，当Ⅳ≥ 

473时空间的中心构型是从平面中心构型分岔而来。 

文中将研究具有对称结构的所有平面和空间的金字塔 

形的中心构型。令放在正N一边形的Ⅳ个天体的质量 
2厢 ． 

都为 1，mⅣ+1=m，p，=e ，i =一1且 

gf=(，p ，一mh／(N+m))√=1，⋯ ，Ⅳ， 

g川 =(o，Nh／(N+m))， (3) 

现在可以给出文中的主要结果。 

定理 1 对于任意的 N，Ⅳ≥2，由这Ⅳ+1个天体 

构成的平面中心构型总是存在的。并且当Ⅳ≤472 

时，所有的中心构型都是汇；当N>1473时，所有的中 

心构型都是源。 

但对于空间中心构型，仅当N4472时存在一对 

非平面的中心构型，并且中心构型的高度不依赖于任 

意天体的质量；而当N>1473时就不存在非平面的中 

心构型。 

2 定理 1的证明 

从中心构型的定义，得到 

M～OU／Oq—Ag=0， (4) 

假设把(M～OU／Oq—Ag)看作向量场，那么中心构型 

就是向量场 (4)的平衡解。因而去寻找中心构型就 
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等价于去研究向量场 (4)的平衡解。在 中引入： 

<g， >=g 。很容易证明，<·，·>可以是 R 

中的内积。又令单位质量椭球为 

S={q∈ ：<q，q>=g g=1}。 

引理 1 限制在单位质量椭球 Js上的向量场 

(M～OU／Oq+ (g)g)是梯度场 I ，其中 I 表示 

u(g)在单位椭球s上的限制。还有，梯度场 u l 的 

平衡点就是中心构型。 

证明：牛顿势是 一1次齐次式，因而DU(q)·q= 
一  (q)，由此有 

<M一 OU／Oq+ (g)g，q>= 

(OU／Oq) q+ (q)=0，q∈S， (5) 

从式(5)知，在度量 <q，q>=g ’蛳 下，向量场垂 

直于Js。对q∈S， ∈Ls，有 

<M OU／Oq+ (g)q， >= 

<M～OU／Oq， >=DU(q)。 ， (6) 

从方程 (5)和 (6)知，向量场(M a U／Oq+ 

U(q)q)就是梯度场。现在考虑，向量场(M aU／Oq 

+ (g)g)与(M～OU／Oq—Ag)的关系。对于 q∈S， 

从式(2)，有 A=一U(q)，且p(M一 OU／Oq+ (g)g)： 

(M～OU／Oq—Aq)。因而中心构型的方程为 

0=(M～OU／Oq—Xq)= 

M OU／Oq+U(q)q，q∈S， (7) 

由式(7)知道，梯度流( oU／Oq+ (g)g)的平 

衡点正是在 s上的中心构型。 

(注：用 表示由方程 (3)定义的 g。，g ⋯ ，g +。 

构成的集合。从对称性， 『 与 相切，因而 在 

『 作用下是不变集。在 中发现中心构型就等价于 

去研究 『 的平衡点。) 

从对称性知，令 q =(r，h)， =diag(1，m／(N+ 

m))，令A(Ⅳ)=÷ csc ，在度量和势函数中，去 
掉因子 Ⅳ，椭球和势为 

S={ ∈R 『< ，q >= 

q =r +m／(Ⅳ+m)h =1}，(8) 

( )= -A(N)+Nm／(F2+h )寺。 (9) 

在新参数坐标 =(r， )下，由引理 1知道，梯度流所 

对应的微分方程为 

；=(1一 (Ⅳ)+rm(rz+hz_1)(r2 )一， 
(10) 

：  (Ⅳ)+(舰(r2+ ：)一 

h(N+m))(r +h )一手。 (11) 

引入参数 =h·r 来消除式(10)和(1 1)的相关性。 

则 =r-2(h r—hr)，引入变换 — ·r一， 中的中 

心构型的方程是 

)：：x(a(N)一N(1+ )一手)=0。(12) 

下面，将研究方程厂( )=0的解。需要参考文献 

[3]中的一个引理。 

引理2 (Lemma 1 ) 和 常数，函数A(Ⅳ)可 

以展开成下面的展式： 

A(Ⅳ)= ( +log )+ 
(一1) (2 一1) 订 

白 2 Nz (2k)! ’ 

还有，A(N)／N是增函数，并且A(472)／472—0．999 9， 

A(473)／472—1．000 2。 

对平面中心构型，有下面的定理。 

定理2 对于任意的N，Ⅳ≥2，这 Ⅳ+1个天体总 

存在平面中心构型。并且当N~<472时，所有的中心构 

型都是汇；当N~>473时，所有的中心构型都是源。 

证明：应当知道， =0就代表平面中心构型。从 

方程 (12)知道， =0总是 )=0的解，因此平面中 

心构型总是存在的。并且在 =0处的特征值为 

A(0)=Of／Ox I ：。=A(N)一N。 (13) 

注意到A(0)>0(A(0)<0)分别对应于平面中心 

构型是源(汇)。由引理2知道： 

A(N)<N，当Ⅳ≤472时； 

A(N)>N，当Ⅳ≥473时。 (14) 

从式(13)和(14)，很容易完成本定理的证明。 

对于空间中心构型，有以下的结论。 

定理3 当Ⅳ≤472时，存在一对非平面的中心 

构型，一个向上，另一个向下，并且金字塔的高不依赖 

于任意天体的质量。当NI>473时，不存在非平面的 

中心构型。 

证明：为了发现非平面的中心构型，去寻找当 ≠ 

0时方程 )：0的解，即 

g( )=A(N)一Ⅳ(1+ )一 =0， ≠0。(15) 

因为在g( )中仅有 项，g( )=0的解就总会 
．  

三 

是成对出现。方程(15)可解，当且仅当( v_) 一 
1>10。从引理 2知， ≥l等价于N~<472。因而当 

N~472时，总存在一对非平面中心构型，这一对中心 

构型为 =±(( Ⅳ_) 一 ) 。 
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由引理2知，当N~>473时，方程(15)在实数域中 

不可解。证明完成。 

从定理2和 定理 3，很容易完成定理 1的证明。 

致谢 感谢张世清教授和张伟年教授的关心和 

支持。 
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The Planar and Spatial Central Configurations for N +1-body Problem 

ZHU Chang—ron# ， LUO Guang-pinf 
(1．Department of Mathematics，Sichuan University，Chengdu 610064，China； 

2．College of Mathematics and Physics，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：Discusses the relationship between central configurations and the vector fields which restrict on the unit mass 

e11itic balls．Based on the knowledge，authors obtain all planar and spatial pyramidal central confi gurations．Precisely， 

let A bodies locate on vertices of a regular N—gon，the(N+1)st body lies on the vertical line which passing through the 

geometrical center of the N—gon．For any N，Ⅳ≥2，the planar central configu rati 

there is a pair of spatial central configu rations for N~<472，one is upward，the 

there is no any spatial central confi gurations． 

ons always exist．For non—planar case， 

other is downward．And for N≥473． 

Key Words：Central confi gu rations；equilibrium；celestiol me chanies；dynamical system 
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(编辑 陈移峰) 

Positive Solutions of a Kind of Special Nonlinear 

Neumann Boundary Value Problems 

YAO Cling—liu 

(Department of Applied Mathematics，Nanjing University of Finance and Economics，Nanjing 210003，China) 

Abstract：The purpose of this paper is to consider a kind of special nonlinear Neumann boundary value problems
． The 

kind of boundary value problems has not Green function．Using suitable transformation，we can change these problems to 

general Neumann boundary value problems．By applying integral equation and degree theory on cone
，
the existence of n 

positive solutions is proved for the kind of problems，where n is an arbitrary natural number． 

Key words ： second—order ordinary differential equation；Neumann boundary value problem；positive solution； 

existence；muhiplicity 
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