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摘　要：推导了光栅参数与小波频谱值之间的数学关系。采用矢量衍射理论和标量衍射理论

两种方法分别计算光栅的衍射效率，并分析两者近似相等的条件，导出光栅参数和小波谱值的关

系。以墨西哥帽小波为例计算平面透射光栅的狭缝宽度，获得平面透射光栅参数、衍射效率和墨西

哥帽小波谱值的关系。
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　　近年来，伴随着视觉领域和图形图像处理领域

的大量信息处理的需要，采用光学方法实现小波变

换的重要性已经被人们所认识。用光学方法实现小

波变换具有并行性和高速实时性的特点，已在模式

识别、图像边缘增强和特征提取等方面得到应

用［１５］。小波变换与日趋成熟的光学信息处理技术

的结合，必将为信息处理领域带来新的突破。

在典型的光学４犳系统的谱面上加滤波片是实

现光学小波变换的常用方法。目前常采用胶片、全

息图等方法制作滤波片［２５］，但精度并不高。由于光

在传播过程中遇到障碍物如狭缝（狭缝须很小）时，

波阵面受到限制，受限后的传播情况可以看作是此

时狭缝处光波在个各点的权重重新分配，即狭缝对

光波的波阵面进行滤波。而光栅是由等间隔的狭缝

组成，或者能够等间隔地分割波阵面，所以可以采用

光栅方式制作滤波片，实现光学小波变换。因为光

栅只由狭缝和遮挡物组成，相当于只有黑白两种灰

度的二值图像，是典型的数字化系统，其加工难度较

小，可以获得较高的精度。

由于光栅刻线宽度是由处于该点的小波频谱值
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决定，因此，采用光栅方式实现光学小波变换的关键

是要找出光栅参数与小波频谱值之间的数学关系，

并以此为根据来设计光栅。采用矢量衍射理论和标

量衍射理论两种方法计算光栅的衍射效率，并分析

两者近似相等的条件，导出光栅参数和小波谱值的

关系。以墨西哥帽小波为例进行仿真计算和分析，

获得平面透射光栅与墨西哥帽小波谱值的关系，为

采用光栅方式实现光学小波变换奠定基础。

１　光栅衍射角度

图１表示的是由多个狭缝组成的平面光栅，透

光部分（狭缝宽）为犫，不透光部分为犪，光栅周期

犱＝犪＋犫。波长为λ的光以与光栅法线夹θ犻 的方向

入射到光栅上，发生了衍射。一部分衍射光透过光

栅，到达折射率为狀２ 的透射区，衍射角为狌
ｔ
犽 。其中

狌ｔ犽 的下标犽表示衍射级次，上标ｔ表示透射。这样

的衍射满足下列关系

狀１ｓｉｎθ犻＋狀２狌
ｔ
犽 ＝
犽λ
犱
。 （１）

另一部分衍射光发生反射，反射区的折射率为

狀１，衍射角狌
ｒ
犽 。其中狌

ｒ
犽的上标ｒ表示反射。这样的

衍射满足下列关系

狀１ｓｉｎθ犻＋狀１狌
ｒ
犽 ＝
犽λ
犱
。 （２）

图１　光束经过光栅的衍射示意图

在一般情况下，光经过光栅前后的区域都是空

气，此时狀１＝狀２＝１。所以式（１）、（２）写为

ｓｉｎθ犻＋狌
ｔ
犽＝
犽λ
犱
， （３）

ｓｉｎθ犻＋狌
ｒ
犽＝
犽λ
犱
。 （４）

因此，如果知道了入射光的波长，光栅的周期以

及入射角大小，就可以求出光经过光栅后各级衍射

角的大小。

２　光栅衍射效率

就平面透射光栅而言，光栅刻线宽度由该处的

小波频谱决定。刻线宽度与小波频谱值的比率是非

线性的，可由光栅的衍射效率计算出来。光栅各级

衍射效率定义为：某级衍射光束的能量大小与入射

到光栅上的光束能量和之比。用公式表达为

η犽＝
犐犽
犐犻
， （５）

其中：犽为某衍射级次；犻表示入射；犐犽 为犽级衍射光

束的能量；犐犻为入射到光栅上的光束能量。

２．１　矢量衍射理论计算光栅衍射效率

光波是一种电磁波，通常把电场强度矢量称为

光矢量［６］。根据电磁场理论，当电场平行于光栅刻

槽入射时（如图２所示），入射电场表示为

珝犈犻＝犈犻ｅｘｐ［犻Ω（狓ｓｉｎθ犻＋狕ｃｏｓθ犻）］。 （６）

图２　电场平行光栅刻槽入射时，电场、

磁场和入射波的方向

反射衍射波和透射衍射波由一系列谐波（各级

衍射波）叠加而成，分别为

珝犈ｒ＝ ∑
犓

犽＝－犓

珝犈ｒ犽 ， （７）

珝犈ｔ＝ ∑
犓

犽＝－犓

珝犈ｔ犽 。 （８）

各级衍射波表示为

珝犈ｒ犽 ＝犈
ｒ
犽ｅｘｐ［犻Ω（狓狌

ｒ
犽＋狕ω

ｒ
犽）］， （９）

珝犈ｔ犽 ＝犈
ｔ
犽ｅｘｐ［犻Ω（狓狌

ｔ
犽＋狕ω

ｔ
犽）］， （１０）

其中：Ω＝
２π

λ
为空间频率；λ表示入射波长；θ犻表示

入射角；犽表示衍射级次；ｒ表示反射；ｔ表示透射；

狌犽，ω犽 表示衍射波的方向余弦。

根据边界条件：在没有电流的分界面上，电场和

磁场的切向分量是连续的，那么有

珝犈犻＋∑
犓

犽＝－犓

珝犈ｒ犽 ＝ ∑
犓

犽＝－犓

珝犈ｔ犽 ， （１１）

其中犓 ＝
犱［ ］λ 表示衍射的最高级次。
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设光栅各级衍射光能量为犐犽 ，那么

犐ｒ犽 ＝ 犈ｒ犽
２ ，

犐ｔ犽 ＝ 犈ｔ犽
２ 。

在典型的光学４犳系统中假设采用平面透射光

栅作为滤波片。如果制作光栅的材料性能很好，当

光入射到透射光栅上时，所有的衍射光都是透射的，

没有衍射光反射回来，所以各犈ｒ犽＝０。根据式（１１），

得到平面透射光栅的各级衍射电场

珝犈犻＝ ∑
犓

犽＝－犓

珝犈ｔ犽 。 （１２）

当用单位振幅平面波垂直照射光栅时，光栅各

级衍射效率为

η犽 ＝犐
ｔ
犽 ＝ 犈ｔ犽

２ 。 （１３）

２．２　标量衍射理论方法计算光栅衍射效率

能引起衍射的障碍物称为衍射屏。显然，光栅

是一种衍射屏。设光栅透过率系数为狋（狓），频谱函

数为犜（ξ）。

在图３中，θ犽是透射光栅衍射的第犽级衍射角，

犳表示焦距，狓表示空间位置。当用单位振幅的平

面波垂直照射光栅时，ｓｉｎθ犻 ＝０。所以

狌ｔ犽 ＝ｓｉｎθ犽 ＝
犽λ
犱
≈ｔａｎθ犽 ＝

狓

犳
。 （１４）

又因为 ξ＝
狓

λ狕
＝
狓

λ犳
，所以

ξ＝
犽
犱
。 （１５）

所以，衍射效率［７］

η犽 ＝ 犜（ξ）
２
＝ 犜（

犽
犱
）
２

。 （１６）

图３　衍射角的另一种描述

如果满足以下条件，那么用标量衍射理论得出

的计算衍射效率的式（１６）近似地等于用矢量衍射理

论得出的计算衍射效率的式（１３）
［８］。

１）光栅介质较薄，光栅条纹密度较小；

２）光栅的衍射级次足够多，所以

η犽 ＝ 犜（ξ）
２
＝ 犜（

犽
犱
）
２

＝ 犈ｔ犽
２ 。（１７）

３　光栅参数与小波频谱值之间的关系

设平面透射光栅的光栅周期为犱，每个周期内

的透光部分长度为犫犿 ，犿 表示第犿 个周期，假设共

有犕 个周期。用小波函数表示光栅的透射系数为

狋（狓），相应的频谱为犜（ξ）。

式（１２）变为
［１０］

∑
犓

犽＝－犓

ｓｉｎ［
犫犿（υ＋犽）

犱
π］

（υ＋犽）π
ｅｘｐ（犻π

犫犿犽

犱
）犈ｔ犽 ＝

ｓｉｎ（
犫犿υ
犱
π）

υπ
。

（１８）

一般来说，作为光栅透射系数的小波函数是实

函数，所以由式（１７）得

犜（ξ）＝犜（
犽
犱
）＝犈

ｔ
犽 。 （１９）

将式（１９）代入式（１８），得到

∑
犓

犽＝－犓

ｓｉｎ［
犫犿（υ＋犽）

犱
π］

（υ＋犽）π
ｅｘｐ（犻π

犫犿犽

犱
）犜（
犽
犱
）＝

ｓｉｎ（
犫犿υ
犱
π）

υπ
。 （２０）

式（２０）表明了光栅参数与小波谱值之间的数学

关系。

４　计算与仿真分析

一般地，希望小波具有以下特性：１）光滑性，以

获得较好的压缩图像的视觉特性；２）紧支性，以适应

快速运算；３）尽量使小波频域为实函数。

因为光栅是只有透光和不透光的二值元件，无

法表示相位，所以在仿真时，应首选频域为实函数的

小波。结合前两个条件，选择墨西哥帽小波，它具有

比较好的能量集中性。

用单位振幅平面波照射光栅。以一维墨西哥帽

小波狋（狓）＝（１－狓
２）ｅｘｐ（－０．５狓

２）为例，用 Ｍａｔｌａｂ

来进行计算和仿真。

一维墨西哥帽的小波谱为

犜（ξ）＝ ２槡πξ
２ｅｘｐ（－０．５ξ

２）。 （２１）

由于衍射光场的分布是对称的，即犈ｔ犽 ＝犈
ｔ
－犽 ，

因此，由式（１８）得

∑
犓

犽＝１

ｓｉｎ［
犫犿（υ＋犽）

犱
π］

（υ＋犽）π
ｅｘｐ（犻π

犫犿犽

犱
）犈ｔ犽

烅

烄

烆
＋

ｓｉｎ［
犫犿（υ－犽）

犱
π］

（υ－犽）π
ｅｘｐ（犻π

－犫犿犽

犱
）犈ｔ－

烍

烌

烎
犽
＋

ｓｉｎ（
犫犿υ
犱
π）

υπ
犈ｔ０ ＝

ｓｉｎ（
犫犿υ
犱
π）

υπ
。 （２２）
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所以

２∑
犓

犽＝１

ｓｉｎ［
犫犿（υ＋犽）

犱
π］

（υ＋犽）π
ｃｏｓ（
犫犿
犱
犽π）犈

ｔ
犽＋

ｓｉｎ（
犫犿υ
犱
π）

υπ
犈ｔ０ ＝

ｓｉｎ（
犫犿υ
犱
π）

υπ
。 （２３）

现在结合式（２３）、（１３）进行计算仿真，仿真结果

如图４。

图４　不同衍射级次下透光比与衍射效率的关系 （犱＝５μｍ）

由图４可以看出，１级衍射效率最高。当处于１

级和３级衍射时，犫／犱＝０．５时衍射效率最高。当处

于２级衍射时，犫／犱在［０，１］间靠近两头取值时，衍

射效率高于在［０，１］中间取值。

图５　不同透光比时衍射级次与衍射效率的关系（犱＝５μｍ）

图５为不同透光比时衍射级次与衍射效率的关

系曲线。可以看出，１级衍射效率最高。级次越高，

衍射效率越低。衍射级次不同时，犫／犱取不同的值

使衍射效率达到最高。例如，当处于１级和３级衍

射时，犫／犱＝０．５时衍射效率最高。当处于２级衍射

时，犫／犱＝０．８时衍射效率最高。

根据式（１９）得到墨西哥帽小波小波谱值与平面

透射光栅狭缝宽度的关系如图６所示。

图６　小波谱值与光栅狭缝宽度的关系

从图６可以看出，小波谱值与平面透射光栅狭

缝宽度符合反正弦的关系。

５　结　论

采用矢量衍射理论和标量衍射理论两种方法计

算光栅的衍射效率，并分析两者近似相等的条件，导

出了光栅参数和小波谱值的关系。用 Ｍａｔｌａｂ计算

由墨西哥帽小波谱值得到的平面透射光栅的缝宽，

并仿真光栅参数、衍射效率和小波谱值的关系。从

仿真结果看出平面光栅的一级衍射效率最大，光栅

狭缝宽度与小波谱值之间符合反正弦关系。
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