
第３３卷第１０期 重 庆 大 学 学 报 Ｖｏｌ．３３Ｎｏ．１０

２０１０年１０月 ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｏｃｔ．２０１０

　　文章编号：１０００５８２Ｘ（２０１０）１０００７０７

比值法的频率估计精度分析

柏　林，董鹏飞，刘小峰，徐冠基
（重庆大学 机械传动国家重点实验室，重庆４０００４４）

收稿日期：２０１００４１６

基金项目：国家８６３计划资助项目（２００８ＡＡ０４２４０８）；重庆市自然科学基金资助项目（ＣＳＴＣ，２００９ＢＢ３１９４，２００９ＢＢ０３５５）；

重庆大学２１１项目（Ｓ０９１０６）

作者简介：柏林（１９７２），男，重庆大学副教授，博士，研究方向为虚拟仪器与信号处理，（Ｔｅｌ）０２３６５１０６９７４；

（Ｅｍａｉｌ）ｂｏｌｉｎ０００１＠ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ．ｃｎ。

摘　要：针对快速傅里叶变换（ＦＦＴ）中的频谱泄漏现象，对目前工程信号处理中广泛采用的多

种比值频率估计算法进行了系统深入的研究。首先综合论述了各种比值频率校正方法的原理、特

点，具体分析了信噪比、采样序列含有的波数以及无量纲频率偏移量对各种方法频率估计精度的影

响。然后，采用仿真实验对各种频率校正方法的性能进行了具体的分析与比较。实验结果表明，频

率估计精度存在下限，并不总是随着信噪比的提高而提高；当信号含有的波数较少时，各种方法频

率估计的精度较差，对于大部分方法，增加波数能够显著提高其精度，当波数较多时，各方法的精

度较好且稳定；加窗能提高ＲｉｆｅＪａｎｅ方法和Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ方法的精度。最后结合具体的工程环境，给

出了频率校正方法的选择规律和原则。
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　　快速傅立叶变换（ＦＦＴ，ｆａｓｔＦｏｕｒｉｅｒｆｒａｎｓｆｏｒｍ）

是处理周期信号的经典方法，但是直接由ＦＦＴ谱

线读出的信号参数的误差有时很大。例如在加矩形

窗的ＦＦＴ谱分析中，幅值误差最大可达３１％，相位

误差最大可达９０°。而频率校正是幅值、相位校正的

基础，为了减小ＦＦＴ谱分析的误差，目前已经发展

了形形色色的频谱校正方法，如：幅值比值法、相位

差法、双窗法等［１２］。

在这些方法中，比值法目前工程信号处理中应

用最广，也是算法最为成熟的一类频率校正方法。

自十九世纪７０年代 Ｒｉｆｅ和Ｊａｎｅ提出幅值比值

法［３４］，Ｇｒａｎｄｋｅ于１９８３年提出了加 Ｈａｎｎｉｎｇ窗的

比值法［９］，Ｑｕｉｎｎ于１９９４年提出了一种精度更高的

比值法算法［７］，Ｊａｃｏｂｓｅｎ于２００７年提出了一种更为

简洁的比值法算法［１３］，陈奎孚于２００８年提出了复

比值法［１０］。由于该类方法的实现算法纵多，影响各

种算法精度的因素多杂，针对不同的工程环境，算法

的选择已经成为工程信号处理领域筮待解决的问题

之一。

笔者主要介绍了该比值频率校正该类方法中的

十一种具体算法，在各类算法实现理论分析基础上，

结合具体的计算机仿真实验，深入分析信噪比、信号

采样点数以及无量纲频率偏移量对各种方法精度的

影响。根据频谱校正所采用ＦＦＴ谱线的多少，可将

比值法分为两谱线比值法与三谱线比值法两个自

类。下面就对这两个子类中的各种频谱校正算法进

行详细的介绍与精度分析。

１　两谱线比值法

两谱线比值校正法主要利用归一化后差值为１

的主瓣峰顶附近两条谱线的窗谱函数的比值，建立

一个以校正频率为变量的方程，解出校正频率，再进

行幅值和相位校正［１］。设被分析信号为０～犜时间

内对加高斯白噪声的单一频率正弦信号，将该信号

按Δ狋＝犜／犖 进行采样，得到采样序列为

狓（狀）＝犃ｃｏｓ（２π犳０犜狀／犖＋θ０）＋

狕（狀），狀＝０，１，２，…，犖－１。 （１）

式（１）中犳０，犃，θ０ 分别为信号的频率、幅度和初相

位，狕（狀）为零均值高斯白噪声，方差为σ
２，采样序列

的信噪比为犛犖犚＝犃２／（２σ
２）。狓（狀）的犖 点ＦＦＴ

记为犡（狀），由于实序列ＦＦＴ的对称性可只考虑离

散频谱的前犖／２点，并记犡（狀）幅值最大处的谱线

序号为犿，与犿 谱线相邻的两谱线序号记为犿－１

和犿＋１，故这三条谱线的复数值记为犡犿－１、犡 犿、

犡犿＋１。下面就以式（１）中的采样序列为研究对象，

分别采用不同的两谱线比值算法进行分析。

１．１　犚犻犳犲犑犪狀犲和犌狉犪狀犱犽频率估计方法

当信号频率不是ＦＦＴ的频率分辨率Δ犳 的整

数倍时，由于ＦＦＴ的“栅栏”效应引起频谱泄漏，此

时信号的实际频率位于ＦＦＴ主瓣内两条最大谱线

之间，可以利用第二谱线与最大谱线的幅度比值估

计信号的实际频率在两条谱线之间的精确位置［３］。

ＲｉｆｅＪａｎｅ方法就是在不加窗的情况下，利用犡

（狀）在主瓣内两条谱线幅值比值估计信号的实际频

率的位置。频率校正公式为式（２）

犳狉 ＝ （犿＋δ）Δ犳。 （２）

其中，δ为无量纲频率偏移量
［１，４，５］，简称频偏

δ＝

狘犡犿＋１狘

狘犡犿＋１狘＋狘犡犿狘
，狘犡犿＋１狘≥狘犡犿－１狘；

－狘犡犿－１狘

狘犡犿－１狘＋狘犡犿狘
，狘犡犿－１狘＞狘犡犿＋１狘

烅

烄

烆
。

（３）

　　利用不加窗频谱次大谱线与最大谱线的幅度之

比进行频率插值的优点是：插值算法简单，易于实

现；且不考虑噪声影响，ＦＦＴ主瓣内的次大谱线的

幅度永远大于旁瓣幅度，插值不会出现方向错误。

其缺点是：在有噪声的情况下，当δ的绝对值较小

时，可能出现位于ＦＦＴ频谱最大值另一侧第一旁瓣

的幅度超过主瓣内次大值的情况，从而造成频率插

值方向相反，引起较大的频率估计误差［６］。

Ｇｒａｎｄｋｅ方法就是对（１）中序列加 Ｈａｎｎｉｎｇ窗

后进行ＦＦＴ变换，再利用犡（狀）在主瓣内两条谱线

幅值比值来估计信号的实际频率的位置［５，９］。频偏

δ的公式为：

δ＝

２犡犿＋１ － 犡犿
犡犿＋１ ＋ 犡犿

， 犡犿＋１ ≥ 犡犿－１

犡犿 －２犡犿－１
犡犿－１ ＋ 犡犿

， 犡犿－１ ＞ 犡犿＋

烅

烄

烆
１

（４）

将δ代入式（２）即得到校正频率。这种方法的优点

是加窗使主瓣变宽，主瓣内出现多条谱线，同时也

使得分别位于最大值两侧的第二大和第三大谱线更

容易区分，因此基本避免了频率插值出现方向错误，

极大地提高了频率估计精度［６］。

１．２　犙狌犻狀狀方法

Ｑｕｉｎｎ方法就是，利用ＦＦＴ主瓣内次大谱线与

最大谱线ＦＦＴ系数复数值犡犿之比的实部进行频率

插值的方法。其频率插值为［７］：

δ＝
δ１ ＝犪１／（１－犪１），δ１ ＞０，δ２ ＞０；

δ２ ＝犪２／（１－犪２），其它｛ 。
（５）

式（５）中，犪１＝Ｒｅ｛犡犿＋１／犡犿｝，犪２＝犚犲｛犡犿－１／犡犿｝，

犚犲｛狓｝表示取狓的实部。该方法与ＲｉｆｅＪａｎｅ方法相

比，在｜δ｜很小时，由于｜犡犿－１｜／｜犡犿｜与｜犡犿＋１｜／｜犡犿
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｜非常接近，所以ＲｉｆｅＪａｎｅ方法容易受噪声干扰出

现插值方向错误，而犡犿－１与犡犿＋１的相位相差１８０°，

Ｑｕｉｎｎ方法取犡犿－１与犡犿＋１的实部，正是利用了相

位信息来判断插值方向，从而避免了ＲｉｆｅＪａｎｅ方法

在｜δ｜较小时频率估计误差激增的问题，所以不容易

受噪声干扰［６］。

对加汉宁的窗被分析信号作 Ｑｕｉｎｎ频谱校正

时，频偏δ可表示为式（６）
［８］：

δ＝
δ２ ＝ （２犪２＋１）／（１－犪２），δ１，δ２ ＜０；

δ１ ＝ （２犪＋１）／（犪２－１），其它｛ 。
（６）

文献［６］指出因为ＦＦＴ具有提高白噪声背景中正弦

信号信噪比的作用，其信噪比增益与数据长度有

关，加（非矩形）窗使得有效数据长度缩短，造成

ＦＦＴ频谱的信噪比增益损失约３～５ｄＢ。因此与不

加窗相比，加汉宁窗时的频率估计误差均略有增加

（除ＲｉｆｅＪａｎｅ方法外，因为加窗避免了ＲｉｆｅＪａｎｅ方

法插值方向错误，从而降低了估计误差，加窗时的

ＲｉｆｅＪａｎｅ方法（即Ｇｒａｎｄｋｅ方法）和 Ｑｕｉｎｎ方法的

估计误差几乎相同。

１．３　复比值校正法

文献［１０］指出，在接近整周期采样时，由于负频

率泄露的干扰改变了次高谱线的高度，造成校正区

间发生误判，从而导致ＲｉｆｅＪａｎｅ方法校正之后的

结果比直接从ＦＦＴ离散谱读出的结果更差。文献

同时给出了一种基于复比值的校正方法，该方法能

够避免插值方向错误。校正公式仍为式（２），其中频

偏δ公式为式（７）
［１０］

δ＝

Ｒｅ
犡犿＋１

犡犿＋１－犡｛ ｝
犿

，狘犡犿＋１狘≥狘犡犿－１狘；

Ｒｅ
犡犿－１

犡犿－１－犡｛ ｝
犿

，狘犡犿－１狘＞狘犡犿＋１狘

烅

烄

烆
。

（７）

由于ＦＦＴ输出的局部峰值的三个谱线的幅值对信

号的频率进行校正时虚部很小，可取其实部。

在加汉宁窗的情况下的δ公式为式（８）

δ＝

Ｒｅ
２犡犿＋１＋犡犿
犡犿＋１－犡｛ ｝

犿

，狘犡犿＋１狘≥狘犡犿－１狘；

Ｒｅ
２犡犿－１＋犡犿
犡犿－１－犡｛ ｝

犿

，狘犡犿－１狘＞狘犡犿＋１狘

烅

烄

烆
。

（８）

文献［１０］指出，在接近整周期采样时，由于负频率泄

露的干扰改变了次高谱线的高度，造成校正区间发

生误判，从而导致ＲｉｆｅＪａｎｅ方法校正之后的结果

比直接从ＦＦＴ离散谱读出的结果更差。文献同时

给出了一种基于复比值的校正方法，该方法能够避

免插值方向错误。校正公式仍为（２），其中频偏δ公

式为式（７）
［１０］

δ＝

Ｒｅ
犡犿＋１

犡犿＋１－犡｛ ｝
犿

，狘犡犿＋１狘≥狘犡犿－１狘；

Ｒｅ
犡犿－１

犡犿－１－犡｛ ｝
犿

，狘犡犿－１狘＞狘犡犿＋１狘

烅

烄

烆
。

（７）

由于ＦＦＴ输出的局部峰值的三个谱线的幅值对信

号的频率进行校正时虚部很小，可取其实部。

在加汉宁窗的情况下的δ公式为式（８）：

δ＝

Ｒｅ
２犡犿＋１＋犡犿
犡犿＋１－犡｛ ｝

犿

，狘犡犿＋１狘≥狘犡犿－１狘；

Ｒｅ
２犡犿－１＋犡犿
犡犿－１－犡｛ ｝

犿

，狘犡犿－１狘＞狘犡犿＋１狘

烅

烄

烆
。

（８）

２　三谱线比值校正法

三谱线比值法是利用ＦＦＴ离散谱局部峰值的

三条谱线对信号的频率进行估计，与两谱线方法相

比，由于三条谱线含有更多的信息，在一定条件下能

够提高频率估计的精度。

２．１　复合复比值校正法

由于复比值法原理上对插值方向不敏感，因而

可利用最高谱线左右两侧分别校正频率，记为犳犔和

犳犚。可以由犳犔和犳犚 进一步组合得到更为稳健的结

果，这就是复合复比值法［１０］，即

犳狉 ＝λ犳犔＋（１－λ）犳犚。 （９）

犳犔 ＝ 犿＋Ｒｅ
犡犿－１

犡犿－１－犡（ ）［ ］
犿
Δ犳， （１０）

犳犚 ＝ 犿＋Ｒｅ
犡犿＋１

犡犿＋１－犡（ ）［ ］
犿
Δ犳。 （１１）

这里的λ和１－λ为权系数。

λ＝
１－ｓｉｎ（πδ）

２
。 （１２）

δ为复比值法中利用最高和次高谱线代入式（６）得

到的结果。当接近整周期采样时，复合复比值法的

误差的均方根值（ＲＭＳ）明显小于Ｑｕｉｎｎ法；在接近

０．５Δ犳时，该方法的误差均方根值与 Ｑｕｉｎｎ法极为

接近。

２．２　犞犲狋狋犲狉犾犻狀犵法和犞狅犵犾犲狑犲犱犲法

Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ方法是在不加窗情况下，使用信号

ＦＦＴ输出的局部峰值的三个谱线的幅值对信号的

频率进行校正，校正公式为式（２），其中δ 为式

（１３）
［１１１２］

δ＝
狘犡犿＋１狘－狘犡犿－１狘

４狘犡犿狘－２狘犡犿＋１狘－２狘犡犿－１狘
。 （１３）

该方法不需要比较最大谱线两侧谱线的大小，而使

用直接｜犡犿｜，犡犿＋１｜，｜犡犿－１｜计算，故具有计算简

单快捷等优点，但是在有噪声的情况下，校正精度不
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高，性能较差［１３］。

Ｖｏｇｌｅｗｅｄｅ法是针对Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ法的缺点提出

的，该方法是在加窗的情况下，仍使用ＦＦＴ输出的

局部峰值的三个谱线的幅值对信号的频率进行校

正，校正公式为（２），推导出δ的公式为式（１４）
［１２］

δ＝
犘（狘犡犿＋１狘－狘犡犿－１狘）

（狘犡犿狘＋狘犡犿＋１狘＋狘犡犿－１狘）
。 （１４）

　　其中犘为窗系数如表１所示，与Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ法

相比该方法能够显著提高校正精度，仅仅是在信号

运行ＦＦＴ之前加窗，运算相当简单
［１４］。

表１　窗系数

加窗类型 犘 犙

哈明窗 １．２２ ０．６０

汉宁窗 １．３６ ０．５５

ＢＬＡＣＫＭＡＮ １．７５ ０．５５

ＢＬＡＣＫＭＡＮＨＡＲＲＩＳ １．７２ ０．５６

２．３　犑犪犮狅犫狊犲狀方法

Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法是针对Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ法校正精度不

高的缺点提出的，该方法使用ＦＦＴ输出的局部峰值

的三个谱线的系数复数值对信号频率进行校正，校

正公式为（２），不加窗时，δ的公式为式（１５）
［１３１４］

δ＝－Ｒｅ
（犡犿＋１－犡犿－１）

（２犡犿－犡犿＋１－犡犿－１｛ ｝）。 （１５）

加窗时δ的公式为式（１６）
［１３１４］

δ＝Ｒｅ
犙（犡犿＋１－犡犿－１）

（２犡犿＋犡犿＋１＋犡犿－１｛ ｝）。 （１６）

其中，犙 为窗系数如表１所示。与 Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ法、

Ｖｏｇｌｅｗｅｄｅ法和加窗 Ｊａｃｏｂｓｅｎ 法相比，不加窗

Ｊａｃｏｂｓｅｎ法运算简单且精度高
［１３］。不加窗和加窗

的Ｊａｃｏｂｓｅｎ法与Ｑｕｉｎｎ法相比，在整周期采样时精

度更高一些，且该算法不需要迭代，算法更为

简单［１４］。

３　算法的性能分析与比较

本节将使用频率估计方差下限对上述方法的精

度进行评估，分别分析信噪比、波形数以及频偏等参

数对各方法精度的影响。ＲｉｆｅＪａｎｅ方法在受噪声

干扰时，可能存在频率插值方向错误，Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ法

存在使用旁瓣内谱线进行校正的错误，因此，该两种

方法只分析频偏的影响，而不考虑信噪比和波数的

影响。为了描述方便，在下文的分析图中将用公式

代表校正方法，式（３） （９）、（１３） （１６）分别代表

ＲｉｆｅＪａｎｅ方法、Ｇｒａｎｄｋｅ方法、Ｑｕｉｎｎ方法、加窗

Ｑｕｉｎｎ、复比值法、加窗复比值法、复合复比值法、

Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ方法、Ｖｏｇｌｅｗｅｄｅ方法、Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法、加

窗Ｊａｃｏｂｓｅｎ。

根据参数估计理论，在给定数据长度和信噪比

前提下，ＡＷＧＮ背景中信号参数的任意无偏估计方

差不会小于某一确定值，即方差下限。方差下限有

不同的确定方法，常用的为ＣｒａｍｅｒＲａｏ下限（ＣＲ下

限）。在信号频率不接近零或二分之一采样频率、初

始相位未知情况下，实正弦信号频率估计方差下限

公式为式（１７）
［１５］

σ
２
ＣＲＢ ＝

３

犜２犖π
２·犛犖犚

。 （１７）

　　使用仿真试验对各种估计方法的精度进行对

比，为了方便与ＦＦＴ本身的频率分辨率Δ犳对比，

设频率估计的误差为σ＝（犳０－犳狉）／Δ犳，记所有样本

误差的均方根值为σＲＭＳ，同时为了便于与估计误差

的理论下限进行比较，下面给出的结果均为归一化

频率估计系数，即频率估计均方根值与相应的标

准差下限σＣＲＢ的比值，如式（１８）

φ＝
σＲＭＳ

σＣＲＢ
。 （１８）

３．１　信噪比对频率估计精度的影响

仿真试验环境如下，采样频率为１０００Ｈｚ，采样

点数为１０００，式（１）中信号幅值犃 为１，而信噪比

ＳＮＲ从０ｄＢ变化到５０ｄＢ，步长２ｄＢ，而犳０／Δ犳在

１０～１１之间随机分布。对于每个ＳＮＲ产生１０００

个样本，而对这１０００个样本，相位θ０ 随机分布在

［－π，π］，计算样本的频率估计误差的均方根值

σＲＭＳ，进而考察各种方法的在不同的信噪比情况下

的精度。

图１　信噪比对频率估计误差σ犚犕犛的影响

在图１中，横坐标是信噪比，单位ｄＢ，纵坐标是

各种方法的频率估计误差均方根值σＲＭＳ。Ｇｒａｎｄｋｅ

方法、加窗的Ｑｕｉｎｎ方法以及加窗的复比值法的误

差几乎相同，故只给出Ｇｒａｎｄｋｅ方法的误差曲线。

当信噪比较低的时，所有方法的估计误差随着
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信噪比的增加而减小。当信噪比较高时，除了

Ｇｒａｎｄｋｅ方法（与加窗Ｑｕｉｎｎ和加窗复比值法精度

相同），其他的方法都会达到频率估计的下限，即信

噪比的提高也无法提高其频率估计的精度。例如在

上述仿真的条件下，加窗Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法，复比值法，

Ｑｕｉｎｎ 方 法，复 合 复 比 值 法，Ｖｏｇｌｅｗｅｄｅ 法 和

Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法的频率估计下限为０．０２２Δ犳，０．００６

Δ犳，０．００６Δ犳，０．００５Δ犳，０．００２３Δ犳和０．０００４Δ犳，

在较高信噪比的情况下复比值法和Ｑｕｉｎｎ方法的精

度几乎相同。Ｇｒａｎｄｋｅ方法能够随着信噪比的提高

而提高频率估计的精度。在上述仿真条件下，当

犛犖犚＜１０ｄＢ时，复合复比值法的估计精度最高，当

１０ｄＢ＜犛犖犚＜３２ｄＢ时，Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法的估计精度最

高，当犛犖犚＞３２ｄＢ时，加窗复比值法的精度最高。

作为比较使用ＣＲ下限对各种方法频率估计精

度进行分析，由式（１７）可见σＣＲＢ和犛犖犚成反比，详

见文献［６］。在图２中，横坐标是信噪比，单位ｄＢ，

纵坐标是各种方法的归一化频率估计系数。从图

中可以得出和图４相同的分析，当归一化频率估计

误差曲线变成直线时，也就是该方法达到了频率估

计的下限。例如信噪比在２３ｄＢ左右时，复合复比

值法达到了下限。

图２　信噪比对归一化误差的影响

３．２　波数对频率估计精度的影响

仿真试验环境如下，采样频率为１０００Ｈｚ，

犳０犜＝１００＋δ，其中δ随机分布在［０，１］之间，采样点

数从１０变化到４００，步长２０个点，也就是仿真信号

的波形数从１个变化到４０个，步长为２个波形，式

（１）中信号幅值犃为１，而信噪比犛犖犚为１０ｄＢ，而

对于每个波形数产生１０００个样本，而对这１０００个

样本，相位θ０ 随机分布在［－π，π］，计算样本的归一

化频率估计系数，考察仿真信号含有的波形数对

这些方法精度的影响。

图３的纵坐标是归一化频率估计，横坐标是仿

真信号中含有的波形数。从图３可以看出只有加窗

Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法的归一化频率估计系数是单调上升

的。其他方法当波数达到１０个左右时，不再随着波

数的增加而减小，并逐渐稳定在某个值附近，这些方

法的总体精度从高到低排列如下，复合复比值法，

Ｑｕｉｎｎ方法，复比值法，Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法，Ｇｒａｎｄｋｅ，加窗

Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法，Ｖｏｇｌｅｗｅｄｅ法，其中 Ｇｒａｎｄｋｅ方法、加

窗复比值法以及加窗Ｑｕｉｎｎ方法精度几乎相同。

图３　波形数对归一化误差的影响

３．３　频偏对频率估计精度的影响

仿真试验环境如下，采样频率为１０００Ｈｚ，采样

点数为１０００，式（１）中信号幅值犃 为１，而信噪比

犛犖犚＝３ｄＢ。犳０／Δ犳从１０变化到１１，步长０．０５Δ犳。

对于每个犳０ 生成１０００个样本序列，而对这１０００

个样本，相位θ０ 随机分布在［－π，π］。由图２可知，

在当前的模拟环境中，各方法的性能比较稳定。为

了视图方便，图５中给出了利用式（３）、（４）、（５）、

（６）、（１３）以及（１４）计算出的归一化频率估计曲线。

图５的横坐标是频偏，纵坐标是归一化频率估计系

数。

图４　频偏对归一化误差的影响

从图４可以明显的看出６条曲线是关于δ＝０．５

对称的，故只讨论δ在０～０．５之间曲线的变化情

况。由图可知，ＲｉｆｅＪａｎｅ方法在δ＜０．２时，频率估
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计的误差明显偏大，估计精度很差；而当δ靠近０．５

时，误差接近频率估计误差的下限，估计精度较好。

这是由于在有噪声的情况下，当δ的绝对值较小时，

可能出现位于ＦＦＴ频谱最大值另一侧第一旁瓣的

幅度超过主瓣内次大值的情况，从而造成频率插值

方向相反，引起较大的频率估计误差，即使信噪比较

高时，该方法在｜δ｜＜０．１时也很难得到满意的精

度，因此这种方法只能用到｜δ｜较大的情况
［６，１６］。

Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ方法由于使用局部峰值的三个谱线进行

校正，这三条谱线必有一条是第一旁瓣内的谱线，而

使用平均插值导致较大的偏差，如图５所示，偏差最

大值接近１９σＣＲＢ，由于在接近整周期采样时，两个次

大谱线幅值较小，校正精度比频率估计误差的下限

还要低，但是在δ＝０．０５时，偏差已经达到了４σＣＲＢ，

这种方法的精度很低，已经无法用来校正。

Ｇｒａｎｄｋｅ方法和 Ｖｏｇｌｅｗｅｄｅ方法本质上是

ＲｉｆｅＪａｎｅ方法和 Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ方法加有汉宁窗的算

法，精度显著提高。在δ＝０时，Ｇｒａｎｄｋｅ方法和

Ｖｏｇｌｅｗｅｄｅ方法的误差σＲＭＳ分别２．１５σＣＲＢ和１．８３

σＣＲＢ；δ在０～０．５之间时，两种算法的误差分别是单

调下降和单调上升的；在δ＝０．５时，两种方法的误

差σＲＭＳ分别１．６３σＣＲＢ和２．８５σＣＲＢ。精度提高的原因

在于加窗使主瓣变宽，主瓣内出现多条谱线，同时

也使得分别位于最大值两侧的第二大和第三大谱线

更容易区分，因此基本避免了ＲｉｆｅＪａｎｅ方法频率插

值方向错误［６］和Ｖｅｔｔｅｒｌｉｎｇ方法使用旁瓣内谱线进

行平均比值校正的错误。加汉宁窗的Ｑｕｉｎｎ方法与

Ｇｒａｎｄｋｅ方法的精度几乎相同，但是比 Ｑｕｉｎｎ方法

精度差，这是由于加窗使得有效数据长度缩短，造

成ＦＦＴ频谱的信噪比增益损失，从而降低了频率估

计的精度。在上述６种方法中，Ｑｕｉｎｎ方法的精度

最高，在整周期情况下，误差σＲＭＳ＝１．７８σＣＲＢ，δ在０

～０．５之间时，该算法的误差单调下降。

使用本小节的仿真模型，在图５中给出了利用

式（５）（９）、（１５）以及（１６）计算出的归一化频率估计

曲线，图６的横坐标是频偏，纵坐标是归一化频率

估计系数。

从图５上可以明显的看到六条曲线是关于δ＝

０．５对称的，只讨论δ在０～０．５之间曲线的变化情

况。复比值法在δ＝０时，σＲＭＳ＝２．２σＣＲＢ，整周期频

率估计误差要比 Ｑｕｉｎｎ方法大，但误差曲线随着δ

的增加急骤下降，在δ＝０．２５时误差曲线已和

Ｑｕｉｎｎ方法重合；Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法在δ＝０时，σＲＭＳ＝

１．２２σＣＲＢ，整周期频率估计误差要明显小于 Ｑｕｉｎｎ

方法，但误差曲线随着δ的增加而上升，在δ＝０．２时

误差已经大于Ｑｕｉｎｎ方法；复合复比值法δ＝０时，

图５　频偏对归一化误差的影响

σＲＭＳ＝１．２２σＣＲＢ，与Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法相同，但误差曲线

随着δ的增加有小幅下降，只是在δ接近０．５时才

与Ｑｕｉｎｎ方法重合，所以说复合复比值法总体性能

优于Ｑｕｉｎｎ方法和Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法；加窗的Ｊａｃｏｂｓｅｎ

方法和复比值法，都比原来不加窗时的精度低，这是

由于加有汉宁窗时，使得有效数据长度缩短，造成

ＦＦＴ频谱的信噪比增益损失，从而降低了频率估计

的精度，加汉宁窗的Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法在整周斯时的误

差仍要比Ｑｕｉｎｎ方法低，加汉宁窗的复比值法误差

曲线几乎完全和加汉宁窗的Ｑｕｉｎｎ方法重合。

４　工程中算法的选择

综合上述，各种频谱校正方法都有各自的优缺

点，下面就以动平衡试验为例，对工程中如何选择合

适的频谱校正方法进行研究。旋转机械在现代工业

生产中被广泛使用，其动平衡程度的高低决定了该

产品的运行稳定性、寿命等关键性能。在动平衡测

量中，传感器输出的振动信号主要包括：与主轴转频

相同的基频不平衡信号、动平衡测量振动系统的固

有频率干扰、转子系统自身的一些故障激发的倍频

信号、工频干扰以及多种电磁噪声等，因此该振动信

号的频谱可看作为若干个单频率信号频谱的叠加。

从强噪声和干扰背景中获取不平衡信号的幅值和相

位是实现高精度动平衡测量的关键，而不平衡信号

频率估计的高精度又是实现其幅值和相位精确提取

的基础。

在动平衡实验台进行实验，转子旋转速度为

１２００ｒ／ｍｉｎ，计算得到基频频率为２０Ｈｚ，位移传感

器安装轴承支座上，采样频率为１ｋＨｚ，采样点数为

１０００点，计算可得信号中约含有基频信号的２０个

周期。图６（ａ）为转子平衡前采集信号的时域波形，

图６（ｂ）为其频谱，从频谱图可看出，２０Ｈｚ左右的信

号分量（正好对应着转子的基频）的幅值最高，是由

不平衡故障引起的。由于现场存在干扰，信噪比不
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高，参考图１当信噪比小于１０ｄＢ时，复合复比值法

精度最高，再参考图３，在信号中波数为２０个时，复

合复比值法精度最高，故选择复合复比值法校正基

频频率，而后进行基频幅值和相位的校正，从而实现

基频的精确提取用于转子动平衡。

图６　动平衡实验结果图

对转子进行平衡之后，得到平衡后转子振动的

频谱如图６（ｃ）所示，转子基频（２０ Ｈｚ）振幅从

０．１１６ｍｍ下降到０．０２７ｍｍ，可见达到较高的平衡

精度。

５　结　论

综上所述，可以得出以下结论：

１）频率估计精度与ＦＦＴ最大谱线对应的频率

的相对偏差有关。利用ＦＦＴ主瓣幅度最大值处和

邻近最大值的一条或两条谱线的幅度可以提高基于

ＦＦＴ的频率估计方法的估计精度。

２）频率估计精度与信号的信噪比有关。各种频

率估计方法的并不是随着信噪比的提高而提高，信

噪比较低时，复合复比值法的精度较高，信噪比较高

时，Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法的精度较高。

３）频率估计精度与分析信号所含有的波形数

有关。增加波数能够显著提高其精度，当波数较多

时，各方法的精度较好且稳定，相反信号含有的波数

较小时，各种方法频率估计的精度较差

４）频率估计精度与加窗处理有关。加窗处理的

方法使主瓣变宽，主瓣内出现多条谱线，同时也使得

分别位于最大值两侧的第二大和第三大谱线更容易

区分，故能够提高Ｇｒａｎｄｋｅ和 Ｖｏｇｌｅｗｅｄｅ这两种方

法的频率估计精度。但在复比值法、Ｑｕｉｎｎ方法以

及Ｊａｃｏｂｓｅｎ方法频率估计达到下限之前，加窗处理

会使得有效数据长度缩短，造成其估计精度降低。
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的理论研究转化为实际应用打下良好基础，同时对

相关课题的研究具有借鉴意义。
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