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摘　要：根据图像曲率和梯度的特性引入扩散控制变量因子，提出非线性各向异性扩散的图像

修复方法，能根据图像本身的几何信息进行不同方向和不同强度的扩散。其中关键参数狆能根据

图像局部几何信息的曲率和梯度自适应地改变，并控制扩散方向和扩散强度。扩散过程中，在图像

的边缘区域，沿边缘方向扩散具有较大的扩散系数，沿垂直边缘方向扩散具有很小的扩散系数；在

图像的平坦区域，向周围等强度扩散，而且扩散强度值较大。实验结果与经典的全变分、曲率驱动

和Ｐｌａｐｌａｃｅ常数变分方法做比较，表明研究方法能对图像的破损区域进行修复，提高图像的质量。

关键词：图像修复；全变分；曲率；梯度

　　中图分类号：ＴＰ３９１ 文献标志码：Ａ

犐犿犪犵犲犻狀狆犪犻狀狋犻狀犵犫犪狊犲犱狅狀狀狅狀犾犻狀犲犪狉犪狀犻狊狅狋狉狅狆犻犮犱犻犳犳狌狊犻狅狀狊

犆犎犈犖犑犻犪狀犼狌狀，犜犐犃犖犉犲狀犵犮犺狌狀，犙犐犝犢狌，犛犗犖犌犑犻犪狀狑犲狀

（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ４０００４４Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｆｅａｔｕｒｅｓｏｆｃｕｒｖａｔｕｒｅａｎｄｇｒａｄｉｅｎｔａｔｉｍａｇｅｅｄｇｅｓ，ａｎｉｍａｇｅｉｎｐａｉｎｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

ｂａｓｅｄｏｎｎｏｎｌｉｎｅａｒａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｄｉｆｆｕｓｉｏｎｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎｃａｎｂｅｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｆｅａｔｕｒｅｓｏｆｔｈｅｉｎｐａｉｎｔｅｄｉｍａｇｅｓ．Ａｎａｄａｐｔｉｖｅ

ｆａｃｔｏｒｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｃｕｒｖａｔｕｒｅａｎｄｇｒａｄｉｅｎｔｏｆｔｈｅｉｍａｇｅｌｏｃａｌｇｅｏｍｅｔｒｉｃｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｃａｎ

ｃｏｎｔｒｏｌｔｈｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｄｄｉｆｆｕｓｉｏｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙ．Ａｔｔｈｅｅｄｇｅｓｉｎｉｍａｇｅｓ，ｔｈｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅ

ｌａｒｇｅｆｏｒｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ，ｗｈｉｌｅｔｈｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅｓｍａｌｌｆｏｒｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ．Ａｔ

ｔｈｅｓｍｏｏｔｈｒｅｇｉｏｎｓ，ｔｈｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅｔｈｅｓａｍｅｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｙａｒｅｕｓｕａｌｌｙ

ｌａｒｇｅ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｔｙｐｉｃａｌｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｃｕｒｖａｔｕｒｅｄｅｒｉｖａｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄＰ

ｌａｐｌａｃｅｃｏｎｓｔａｎｔｖａｒｉａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄｃａｎｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅ

ｑｕａｌｉｔｉｅｓｏｆｔｈｅｉｎｐａｉｎｔｅｄｉｍａｇｅｓ

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｉｍａｇｅｉｎｐａｉｎｔｉｎｇ；ｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎ（ＴＶ）；ｃｕｒｖａｔｕｒｅ；ｇｒａｄｉｅｎｔ

　　图像修复是用现有的信息来自动恢复丢失的信

息。图像修复算法主要分２类，一类是基于纹理结

构的修复方法［１３］，另一类是基于偏微分方程（ＰＤＥ）

的修复算法［４６］，典型的算法包括全变分 （ｔｏｔａｌ

ｖａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）模型算法
［４］，Ｃｈａｎ和Ｓｈｅｎ的３阶

ＰＤＥ模拟ＣＤＤ（ｃｕｒｖａｔｕｒｅｄｒｉｖｅｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｓ）算法
［５］

和基于Ｐｌａｐｌａｃｅ常数变分算法
［６］。

偏微分方程是依据图像特征沿等照度线或者沿

梯度的方向将周边已知的图像信息扩散填充到未知

区域中，能够很好地恢复图像的线性结构［７１２］。其
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中Ｃｈａｎ提出的ＴＶ方法能很好地修复图像的纹理

信息，得到了广泛的应用，但是在图像的平坦区域却

容易产生阶梯效应［４］。为了解决平坦区域的扩散问

题，很多学者提出了改进的ＴＶ方法
［５１５］，其中张红

英等提出Ｐｌａｐｌａｃｅ的常数变分方法解决平坦区域

的修复问题，但是其中的关键参数狆是１个常数，并

没有根据图像的几何信息控制图像扩散方向和扩散

强度［６］。笔者提出改进的Ｐｌａｐｌａｃｅ的变分方法，其

中基于曲率和梯度的关键变量狆，它能够根据图像

的几何信息控制图像的扩散方向和扩散强度。实验

结果表明，研究方法在较好地保持图像纹理信息同

时，能对图像破损区域进行较好地修复。

１　非线性各向异性扩散方法

令狌为原始图像，狌０ 为被噪声污染的图像，那么

狌０ ＝狌＋狀， （１）

式中的狀具有零均值，方差为σ
２ 的随机噪声。采用

改进的Ｐｌａｐｌａｃｅ的图像修复模型
［６，１４］

ｍｉｎ
狌
犑狆（狌）＝∫Ω

狌 狆（ 狌 ）
ｄ狓ｄ狔＋

　　　　　
λ犇
２∫Ω

狌－狌０
２ｄ狓ｄ狔；

λ犇（狓，狔）＝
λ　　狓，狔∈Ω＼犇；

０　　狓，狔∈犇｛
烅

烄

烆 。

， （２）

其中：狆（狌 ）为扩散控制变量因子１≤狆（狌 ）

≤２，取值范围为；λ犇 是保真度常数；Ω是图像域，犇

图像破损区域。式（２）的欧拉—拉格朗日方程为

－ｄｉｖ狇（狌 ）
狌

［ ］狌
＋λ犇 狌－狌（ ）０ ＝０，

（３）

其中

狇 （ ）狌 ＝狆 （ ）狌 狌 狆（ 狌 ）－１
＋

ｌｎ狆（狌 ）狆′（狌 ）狌 狆（ 狌 ）。 （４）

　　在直角坐标系中，一幅灰度图像可以用狌（狓，狔）

表示灰度，用狌＝（狌狓，狌狔）表示狌（狓，狔）的梯度。而

在图像的任意像素点处，可以建立η－ξ局部坐标

系［６］，其中，η轴是垂直于该像素点处的等照度线切

线方向，ξ轴是平行于该像素点处的等照度线切线

方向。当狆（狌 ）为常数时，可得扩散方程为

狌

狋
＝ 狌 狆－２狌ξξ＋（狆－１）狌

狆－２狌ηη，（５）

式（５）扩散方程实质是一个非线性各向异性扩散方

程［６］，扩散系数 狌 狆－２和（狆－１）狌 狆－２共同控

制着沿等照度线ξ方向和沿梯度η方向的扩散方向

和扩散强度。

当狆（狌 ）为变量时，方程（２）同样是一个非

线性各向异性扩散方程。２个方向扩散的强度的大

小由扩散因子狆（狌 ）直接决定，而狆（狌 ）的

取值与该点图像像素与周围像素的梯度和纹理的曲

率有关，因此需要根据修复区域的纹理特点自适应

地选择扩散因子狆（狌 ），达到最佳的修复状态，

下面讨论对扩散因子狆（狌 ）的取值。

２　扩散因子狆（狌 ）的确定

在图像的修复过程中，在图像的边缘区域，沿边

缘方向应当具有较大的扩散系数，沿垂直边缘方向

应当具有很小的扩散系数；在图像的平坦区域，向周

围等强度扩散，而且扩散强度值较大。因此要将信

息有效地扩散到破损区域内部，同时保证信息有效

扩散和修复边缘的尖锐性，应合理地控制沿等照度

线和垂直于等照度线方向的扩散，扩散因子 狆

（狌 ）由梯度狌和等照度线的曲率犽共同决定

狆＝１＋
犽

犽＋ 狌
， （６）

其中犽为等照度线的曲率

犽＝ ·
狌

狌
。 （７）

在直角坐标系中的等照度线的曲率犽为

犽＝


狓
（ 狌狓

狌２狓＋狌
２

槡 狔

）＋


狔
（ 狌狔

狌２狓＋狌
２

槡 狔

）＝

狌狓狓狌
２
狔－２狌狓狌狔狌狓狔 ＋狌狔狔狌

２
狓

（狌２狓＋狌
２
狔）

３
２

。 （８）

因此扩散因子狆可写成

狆＝１＋
狌狓狓狌

２
狔－２狌狓狌狔狌狓狔 ＋狌狔狔狌

２
狓

狌狓狓狌
２
狔－２狌狓狌狔狌狓狔 ＋狌狔狔狌

２
狓＋（狌

２
狓＋狌

２
狔）
２
。

（９）

下面对扩散因子在不同情况下进行讨论

１）扩散因子狆的取值范围在１≤狆≤２。当曲率

犽趋近于零，即等照度线趋于直线时，或者梯度狌

趋于无穷大时，扩散因子狆趋近于１；当曲率犽趋近

无穷大，即等照度线接近１个点时，或者梯度狌趋

于零时，扩散因子狆趋近于２。

对于狆＝１的极限情况，Δ狆狌＝ 狌
－１狌ξξ，仅仅

沿等照度线方向即边缘方向扩散，向与其垂直的梯

度方向无扩散，这是各向异性扩散形式。在图像的

边缘区域，这种修复方式可以较好地保持图像的纹

理，但是在图像的灰度均匀区域即平坦区域，可能并

不存在边缘，如果这种方式扩散显然容易造成虚假

边缘，扩散时产生阶梯效应，引起图像修复质量严重

下降。图１是扩散因子狆一定时，梯度随着曲率的

增大而增大。

对于狆＝２的极限情况，Δ１狌＝狌ξξ＋狌ηη，沿等照度
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欢迎访问重庆大学期刊社 http://qks.cqu.edu.cn



线和梯度方向的扩散强度相同，这是各向同性扩散形

式。在图像平坦区域，这种修复方式可以迅速地修复

破损区域，但是在图像的边缘区域，这种方式扩散显

然容易噪声边缘模糊化。所以需要根据图像修复区

域的实际情况，自动地改变曲扩散因子狆的值。

图１　曲率与梯度的关系

２）当等照度线的曲率犽相同而梯度狌不同。

越接近图像边缘，梯度狌越大，扩散因子狆就越

小，反之，越接近图像平坦区域，梯度狌越小，扩散

因子狆就越大。

从Δ狆狌＝ 狌 狆－２狌ξξ＋（狆－１）狌
狆－２狌ηη可

以得到：随着扩散因子狆的减小，方程右边第一项系

数沿等照度线方向扩散强度相对就越大，方程右边

第二项系数沿梯度方向的扩散强度相对就越小。

图２是等照度线的曲率犽一定时，扩散因子狆随图

像梯度的增大而减小。

图２　扩散因子狆，梯度和曲率犽之间的关系

３）当梯度狌相同而等照度线的曲率犽不同。

梯度狌取值一定时，等照度线的曲率犽越大，扩散

因子狆就越大，反之，扩散因子狆就越小。从非线性

扩散方程Δ狆狌＝ 狌 狆－２狌ξξ＋（狆－１）狌
狆－２狌ηη

可以得到随着扩散因子狆 的增大，沿梯度方向的扩

散强度就越大。

３　仿真实验结果及分析

在图像修复过程中采用半点差分法得到扩散方

程、扩散因子、梯度和曲率的相邻像素的离散表达

式［１３］，然后根据图像指定的修复区域对图像进行

修。图３是第一个仿真实验，主要说明研究方法的

图像修复效果。

图３　犔犲狀犪图像修复结果

如图３（ａ）所示，原始 Ｌｅｎａ５１２×５１２图像，图

３（ｂ）是图３（ａ）的破损图像，图３（ｃ）是采用研究方法

对图３（ｂ）中的白色破损区域进行修复的结果，图

３（ｄ）是破损区域的具体修复情况。从主观视觉上

看，修复图像３（ｃ）与原始图像３（ａ）之间的视觉差别

不明显，破损区域得到了较好地修复。

除主观视觉外，峰值信噪比（ＰＳＮＲ）作为一种

常用的客观评价标准，反映了图像之间的相似程度。

对于８ｂｉｔ图像，其计算式为

ＰＳＮＲ＝２０ｌｏｇ１０（２５５／ＲＭＳＥ）（ｄＢ）， （１０）

其中，２５５是灰度图像的最大灰度值，ＲＭＳＥ代表原

始图像（狓，狔）与处理后图像犳
＾
（狓，狔）之间的误差均方

根，其定义为

ＲＭＳＥ＝ 
犕

狓＝１

犖

狔＝１

犳^ 狓，（ ）狔 －犳狓，（ ）［ ］狔
２／ 犕×（ ）

槡 犖 。

（１１）
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图３（ｂ）破损图像的ＰＳＮＲ为３３．２５３０ｄＢ，图３（ｃ）

修复图像的ＰＳＮＲ为３３．８７１３ｄＢ，说明采用研究方

法可以对破损图像进行修复。为了进一步说明研究

方法的图像修复性能，图４是研究方法与已有的图

像修复方法作比较，用经典的 ＴＶ图像修复方法、

ＣＤＤ方法和研究方法对眼睛破损图像进行修复。

图４（ａ）是２５６×１６０眼睛的原图像，图４（ｂ）是破损

的图像，图４（ｃ）是ＴＶ方法修复的图像，图４（ｄ）

ＣＤＤ方法修复的图像，图４（ｅ）是修复的图像，图

４（ｆ）是修复区域的结果。从图４的仿真实验结果可

以看出，ＴＶ方法和ＣＤＤ方法在修复过程中虽然将

眼睛的眉毛部分大概修复出来了，但是还是有明显

的修复痕迹，而研究方法恢复的结果比较理想，从图

像修复的客观衡量标准ＰＳＮＲ也可以得到ＴＶ方法

为３５．１３３２ｄＢ，ＣＤＤ方法为３４．５８８２ｄＢ，Ｐｌａｐｌａｃｅ

（Ｐ为常数）方法为３５．４５９８ｄＢ，而研究方法为３５．

５４５２ｄＢ，在不同区域根据梯度和曲率自动地改变

扩散的强度，所以较好地修复图像的破损区域，具有

较高的ＰＳＮＲ值。

图４　图像修复效果

表１给出了研究算法处理前后图像的ＰＳＮＲ

值。可以看出，不同算法处理后其ＰＳＮＲ值均得到

一定程度的提升，但研究方法提升的ＰＳＮＲ值最大。

表１　图像修复方法的ＰＳＮＲ值比较　　ｄＢ

修复方法 破损图像质量 修复图像质量 ＰＳＮＲ提高值

ＴＶ １５．６３６４ ３５．１３３２ １９．４９６８

ＣＤＤ １５．６３６４ ３４．５８８２ １８．９５１８

Ｐｌａｐｌａｃｅ

（ｐ为常数）
１５．６３６４ ３５．４５９８ １９．８２３４

研究方法 １５．６３６４ ３５．５４５２ １９．９０８８

为了说明研究方法在纹理丰富的图像修复中的

效果和局限性。图５（ａ）是５１２×５１２的Ｂａｂｏｏ破损

图像，图５（ｂ）是采用研究方法修复的结果，图５（ｃ）

是修复图像的局部情况，图５（ｄ）是修复区域的修复

结果。从图５（ｂ）的实验结果可以看出，虽然方法恢

复的结果总体是比较理想的，但是从图５（ｃ）的局部

情况看，可以明显地看到破损区域的线条状，这说明

图像修复是具有一定的局限性。

图５　图像修复效果

４　结　论

笔者提出基于曲率和梯度的非线性各向异性扩

散的图像修复方法，能根据图像本身的几何信息进

行不同方向和不同强度的扩散。在图像的边缘区域

仅沿着等照度线方向扩散，能较好地保持边缘信息，

而在图像的平坦区域向周围等强度扩散，能较好地

实现平滑。方法能提高图像修复的质量，较好地保

持图像的细节，视觉效果较好，但是对于修复纹理非

常丰富的图像还是具有一定的局限性。

（下转第１０１页）
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