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摘　要：推导了流体场中稀疏固体颗粒运动微分方程的三维数值解法。并以固体颗粒的自由

沉降为例，采用无量纲微分方程，数值分析了固体颗粒在水中和在空气中的运动规律，重点探讨了

Ｂａｓｓｅｔ力在不同密度流体场中的贡献，结果表明颗粒在水中运动时，Ｂａｓｓｅｔ力和曳力在同一数量

级；而颗粒在空气中运动时，可以忽略Ｂａｓｓｅｔ力的作用，在研究江水源热泵时，分析泥沙在水中的流

动，需要考虑Ｂａｓｓｅｔ力的作用。
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　　在目前大力提倡节能减排的形势下，江河水、湖

水等地表水源热泵的应用成为可再生能源利用的新

热点［１２］，文献［１］对长江重庆段江水水温、水质等

水源概况进行了分析，文献［２］对长江水作为水源热

泵冷热源进行了技术分析。通常江水中都含有泥

沙，因此泥沙在水中的流动规律及工程应用简化分
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析方法，成为了江河水源热泵研究的重要内容［３］，文

献［４］对含杂质地表水的管式换热法进行了分析。

在流体场中非恒定运动的固体颗粒所受到的各种作

用力，按照作用方式的不同可以分为三类：ａ．与流体

和颗粒间的相对运动无关的力，包括惯性力、压力梯

度力犉Ｐ、重力犉ｇ等；ｂ．依赖于流体和颗粒间的相对

运动，且与相对运动速度方向相同的力，这类力有曳

力犉Ｄ、附加质量力犉ＶＭ、ａｓｓｅｔ力犉Ｂ 等
［５］，这类力可

统称为广义阻力；ｃ．依赖于流体和颗粒间的相对运

动，但与相对运动速度方向垂直的力，如Ｓａｆｆｍａｎ力

犉ＬＳ、Ｍａｇｎｕｓ力犉ＬＭ等，这类力可统称为广义升力。

广义阻力、广义升力和压力梯度力组成了流固相间

作用力。颗粒在流体中的运动规律分析方面，文

献［６］探讨了管内颗粒扩散，文献［７］分析了不可压

缩流体中球体加速下降过程；文献［８１０］分析了气

体中固体颗粒的二维扩散以及在加速气体中的运动

轨迹。在颗粒在流体中的受力分析方面，文献［１１］

分析了垂直通道湍流中颗粒所受的重力、升力，文

献［１２］对湍流边界层中的剪切和重力进行了分析。

在对Ｂａｓｓｅｔ力的研究文献中，文献［１３］对有限雷诺

数下的颗粒所受Ｂａｓｓｅｔ力的进行了数值求解；文

献［１４１５］分析了各种非稳态力对沉降颗粒运动的

影响；但这些研究都缺乏对不同密度下颗粒运动特

性的比较分析，笔者通过理论推导与数值分析相结

合的方法，对不同密度流体场中固体颗粒运动规律

的三维数值解法进行推导分析，以固体颗粒自由沉

降为例，采用数值分析方法研究各种力对颗粒运动

的贡献，为江河水源热泵的研究提供了相关理论研

究基础。

１　颗粒运动微分方程

Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ坐标下的颗粒运动微分方程形

式为［１５］：
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）＋犆ｄ
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狌槡 ｆ 狌ｆ－狌（ ）ｐ ， （１）

式中：狌ｐ为固体颗粒速度，ｍ／ｓ；ρｐ 为固体颗粒密度，

ｋｇ／ｍ
３；ρｆ为流体密度，ｋｇ／ｍ

３；犱ｐ 为颗粒直径，ｍ；

μｆ为流体粘性；狌ｆ 为流体速度，ｍ／ｓ；犆ｄ 为曳力系

数；犆ｍ 为附加质量力系数；犆Ｂ 为Ｂａｓｓｅｔ力系数；犆ＬＭ

为 Ｍａｇｎｕｓ升力系数；犆ＬＳ为Ｓａｆｆｍａｎ升力系数；狋，τ

为微分变量。

２　颗粒运动方程数学处理方法

２．１　Ｂａｓｓｅｔ力的数值积分

由式（１）中的Ｂａｓｓｅｔ力表达式可见，其积分式

为奇异积分，并且被积函数中含有未知待求解函数，

这种特征和方程的非线性一起使得对微分方程的理

论解析比较困难。同样原因，在研究微分方程时，也

必须考虑其中的Ｂａｓｓｅｔ力项计算式的合理计算方

法。因Ｂａｓｓｅｔ力表达式中的被积函数在积分区间

有一奇点，属于广义积分，文献［１６］分析了其收敛

性，并构造了其积分格式，根据复合梯度公式构造

Ｂａｓｓｅｔ力积分项的计算格式为：

犐Ｂ＝
１

２
犺
ｄ（狌ｆ－狌ｐ）

ｄ（ ）狋 狋＝０

１
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ｄ（ ）狋 狋＝狋－
［ ］

犺
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式中：犺＝Δ狋＝狋／狀为积分步长，犺的大小由给定的计

算精度决定，一般与积分上限狋有关，而且必须受到

微分方程迭代格式的制约，按照数值积分的理论，上

式的代数精度为二阶精度，即犗（犺２）。

２．２　基本运动方程的数值方法

在构造了Ｂａｓｓｅｔ力的数值计算格式后，可以对

颗粒的基本运动方程的数值方法进行讨论，为了一

般讨论，考虑颗粒在三维流场（流场已知）中的运动。

在直角坐标系（犻，犼，犽）中设：

ｄ狓犻
ｄ狋
＝狌ｐ犻，

ｄ狓犼
ｄ狋
＝狌ｐ犼，

ｄ狓犽
ｄ狋
＝狌ｐ犽。 （３）

　　以犻坐标为例，则颗粒的运动微分方程可写为：

ｄ２狓犻
ｄ狋２
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，ｄ狌ｐ犼
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，ｄ狌ｐ犽
ｄ狋
）

（４）

式中：
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（５）
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　　由上式可见，在３个坐标方向上的颗粒运动方

程中变量相互耦合，３个运动微分方程必须同时交

替求解，从而组成了二阶常微分方程组。特别地，３

个方程中以犳犻为例，其包含未知待求函数狌ｐ犻，及导

数
ｄ狌ｐ犻
ｄ狋
的隐函数，因此犳犻的求解必须采用迭代法。

对于以上二阶微分方程组因其变量相互耦合，

故数值求解过程必须同时交替进行。但对于每一个

二阶微分方程而言，在任一计算步长中，其计算格式

却可以是相似的。因此考虑如下犻方向的二阶微分

方程的初值问题：

ｄ２狓犻
ｄ狋２

＝犳犻（狋，狓犻，狓犼，狓犽，狌ｐ犻，狌ｐ犼，狌ｐ犽，
ｄ狌ｐ犻
ｄ狋
，ｄ狌ｐ犼
ｄ狋
，ｄ狌ｐ犽
ｄ狋
）

狓犻（０）＝狓犻０

ｄ狓犻
ｄ狋 狋＝０

＝狌ｐ

烅

烄

烆 ０

。

（６）

　　并将二阶微分方程化为一阶微分方程组，设

狌ｐ犻＝
ｄ狓犻
ｄ狋
：

ｄ狓犻
ｄ狋
＝狌ｐ犻

狓犻（０）＝狓犻０

ｄ狌ｐ犻
ｄ狋
＝犳犻（狋，狓犻，狓犻，狓犽，狌ｐ犻，狌ｐ犼，狌ｐ犽，

ｄ狌ｐ犻
ｄ狋
，ｄ狌ｐ犼
ｄ狋
，ｄ狌ｐ犽
ｄ狋
）

狌ｐ犻 狋＝０ ＝狌ｐ犻

烅

烄

烆 ０

。

（７）

　　由以上３式一阶化后为六元一阶微分方程组的

初值问题。数值 求解可采用具有四阶精 度的

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法，这种方法属于单步法，特点是计算

精度较高，但由于每步要计算各微分方程的４个斜

率，因此计算量大，为了保证微分方程的精度，又减

少计算时间，在此只用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ提供一阶微分

方程组前面的３个计算步长，为后面的计算方法提

供数据信息。然后结合初值条件，从第４步开始采

用Ａｄａｍｓ预测校正法求解
［１７］。而在上面３式相互

迭代过程中，可假定正交参变量独立（如在计算狓犻，

ｄ狓犻
ｄ狋
，ｄ狌ｐ犻
ｄ狋
时，假定 狓犼，

ｄ狓犼
ｄ狋
，ｄ狌ｐ犼
ｄ狋
，狓犽，

ｄ狓犽
ｄ狋
，ｄ狌ｐ犽
ｄ狋
已

知），即：

ｄ狓犻
ｄ狋
＝狌ｐ犻

狓犻（０）＝狓犻０

ｄ狌ｐ犻
ｄ狋
＝犳犻（狋，狓犻，狌ｐ犻，

ｄ狌ｐ犻
ｄ狋
）

狌ｐ犻 狋＝０ ＝狌ｐ犻

烅

烄

烆 ０

。 （８）

　　ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法的计算格式为：

狓狀＋１犻 ＝狓
狀
犻＋

１

６
（犓犻１＋２犓犻２＋２犓犻３＋犓犻４），

狌狀＋１ｐ犻 ＝狌
狀
ｐ犻＋

１

６
（犔犻１＋２犔犻２＋２犔犻３＋犔犻４）。 （９）

式中：犓犻１＝狌
狀
ｐ犻，犓犻２＝狌

狀
ｐ犻＋
犺
２
犔犻１，犓犻３＝狌

狀
ｐ犻＋
犺
２
犔犻２，

犓犻４＝狌
狀
ｐ犻＋犺犔犻３，犔犻１ ＝犳犻（狋

狀，狓狀犻，狌
狀
ｐ犻，犔犻１），犔犻２ ＝

犳犻（狋
狀＋
犺
２
，狓狀犻 ＋

犺
２
犓犻１，狌

狀
ｐ犻＋

犺
２
犔犻１，犔犻２），犔犻３ ＝

犳犻（狋
狀＋
犺
２
，狓狀犻 ＋

犺
２
犓犻２，狌

狀
ｐ犻＋

犺
２
犔犻２，犔犻３），犔犻４ ＝

犳犻（狋
狀＋犺，狓狀犻＋犺犓犻３，狌

狀
ｐ犻＋犺犔犻３，犔犻４）

同理可得到狓犼，狌ｐ犼，和狓犽，狌ｐ犽的计算格式。

从第４步开始采用Ａｄａｍｓ预测校正法求解，其

计算公式如下（以犻方向为例）：

先以ＡＢ４（四阶ＡｄａｍｓＢａｓｈｆｏｒｔｈ方法，其为显

式格式）进行狀＋１步的狓狀＋１犻 和狌狀＋１ｐ犻 预测：

珟狓狀＋１犻 ＝狓
狀
犻＋
犺
２４
（５５狌狀ｐ犻－５９狌

狀－１
ｐ犻 ＋３７狌

狀－２
ｐ犻 －９狌

狀－３
ｐ犻 ），

珘狌狀＋１ｐ犻 ＝狌
狀
ｐ犻＋

犺
２４
（５５犳

狀
犻－５９犳

狀－１
犻 ＋３７犳

狀－２
犻 －９犳

狀－３
犻 ）。

（１０）

　　然后进行第１步估计：

珔狌狀＋１ｐ犻 ＝珘狌
狀＋１
ｐ犻 ，珚犳

狀＋１
犻 ＝犳犻（狋

狀，珟狓狀＋１犻 ，珘狌狀＋１ｐ犻 ，珚犳
狀＋１
犻 ）。

（１１）

　　再利用ＡＭ４（四阶ＡｄａｍｓＭｏｕｌｔｏｎ方法，其为

隐式格式）进行校正：

狓狀＋１犻 ＝狓
狀
犻＋
犺
２４
（９珔狌狀＋１ｐ犻 ＋１９狌

狀
ｐ犻－５狌

狀－１
ｐ犻 ＋狌

狀－３
ｐ犻 ），

狌狀＋１ｐ犻 ＝狌
狀
ｐ犻＋

犺
２４
（９珚犳

狀＋１
犻 ＋１９犳

狀
犻－５犳

狀－１
犻 ＋犳

狀－２
犻 ）。

（１２）

　　为提高计算精度，可继续反复进行估计 校正过

程，以达到计算精度：

估计过程同式（１１），但用狓狀＋１犻 ，狌狀＋１ｐ犻 代替公式中

的珟狓狀＋１犻 ，珘狌狀＋１ｐ犻 ；校正过程同式（１２）。

以上计算过程中由于犳犻是隐函数，其计算需要

用迭代的方法计算，迭代的初值犳
狀＋１
犻 可由前两步计

算中的犳
狀
犻 和犳

狀－１
犻 的线性外推插值给出，即

犳
狀＋１
犻 ＝２犳

狀
犻－犳

狀－１
犻 。 （１３）

　　对于狀＝０，可令犳
０
犻＝犳

－１
犻 。犳犻计算中的各项修

正系数犆ｄ、犆ｍ、犆Ｂ、犆ＬＭ和犆ＬＳ，在计算过程中随雷诺

数的变化而可能改变计算公式（尤其犆ｄ），因此在数

值计算过程中需要根据雷诺数的不同范围进行逻辑

判断，选择与雷诺数范围匹配的修正系数。

３　泥沙颗粒沉降机理分析

现以颗粒的自由沉降问题来研究颗粒运动规
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律，此时问题变为一维问题，狌ｐ｜狋＝０，狌ｆ＝０。则颗粒

运动方程可表示为：

ｄ狌ｐ
ｄ狋
＝犵（１－ρ

ｆ

ρｐ
）－犆ｄ

３ρｆ
４ρｐ犱ｐ

狌２ｐ－
１

２
犆ｍρ

ｆ

ρｐ

ｄ狌ｐ
ｄ狋
－

９犆Ｂ

ρｐ犱ｐ
ρｆμｆ

槡π∫
狋

０

１

狋－槡 τ

ｄ狌ｐ
ｄ狋
ｄτ。 （１４）

　　其中各项的修正系数犆ｍ＝１，犆Ｂ＝１，犆ｄ 取值

如下：

犆ｄ

２４

犚犲ｐ
，犚犲ｐ＜１

２４

犚犲ｐ
１＋０．１５犚犲

０．６８７（ ）ｐ ，

０．４４，犚犲ｐ＞８００１＜犚犲ｐ＜

烅

烄

烆 ８００

。 （１５）

　　以颗粒的Ｓｔｏｋｅｓ沉降速度狌ｓ＝
犱２ｐρｐ－ρ（ ）ｆ 犵
１８μｆ

和

弛豫时间τｐ＝
犱２ｐρｐ
１８μｆ

对方程进行无量纲化得到颗粒沉

降的无量纲运动方程：

１＋
犡（ ）２
ｄ犝ｐ

ｄ狋
＝１－

犆ｄ
２４
犚犲ｓ犝

２
ｐ－

９犡
２槡π

∫
狋

０

１

狋－槡 τ

ｄ犝ｐ

ｄ（ ）狋 狋＝τ

ｄτ。 （１６）

式中：犝ｐ＝
狌ｐ
狌ｓ
，犡＝ρ

ｆ

ρｐ
，时间仍然用狋表示，为无量纲

时 间。犚犲ｓ 是 以 狌ｓ 为 特 征 速 度 的 雷 诺 数，

犚犲ｓ＝ρ
ｆ犱ｐ狌ｓ

μｆ
。

　此方程为一阶非线性积分微分方程，难以得

到分析解，而且方程中的积分项（代表Ｂａｓｓｅｔ力）的

被 积 函 数 为 奇 异 函 数，（如 果 ｄ狌
ｄ狋
有 界，则

１

狋－槡 τ

ｄ狌ｐ
ｄ（ ）狋

τ＝狋

＝∞），给方程的分析带来不便。

为分析各种阻力的变化情况以及在非线性项和

记忆项共同作用下的颗粒沉降规律，需要对非线性

记忆方程进行研究。由于有非线性项和记忆项的存

在，使得方程无法得到解析解，因此采用数值方法对

方程进行分析，微分方程数值解法见２．２节步骤。

首先分析考虑非线性和记忆性后的颗粒速度变

化过程，取流体和固体的密度比犡 分别等于０．４和

５×１０－４，犚犲ｓ分别为０．１、１、５０和１００。数值计算结

果见图１ ４，为比较方便，图中同时显示了非线性

非记忆方程的数值解。图１为犡＝０．４，犚犲ｓ＝０．１

和１时的无量纲速度犝ｐ的变化情况。由图１可见，

由于犚犲ｓ≤１，两个犚犲ｓ 下的数值解的曲线重合，这

同前文中分析非线性非记忆方程时的结果一致，而

未因为考虑了 记忆项 而有变化。由于记 忆 项

（Ｂａｓｓｅｔ力的作用）的作用使得颗粒加速过程变缓，

而最终沉降速度为Ｓｔｏｋｅｓ沉降速度的８９．５％。

图１　非线性条件下记忆项对颗粒速度影响随时间的变

化（犡＝０．４，犚犲狊＝０．１，１）

图２为犡＝０．４，犚犲ｓ＝５０和１００时的无量纲速

度犝ｐ的变化情况。当犚犲ｓ＝５０时由于非线性的作

用，使得最终的沉降速度为 Ｓｔｏｋｅｓ沉降速度的

４４．３％，而再考虑记忆方程时沉降速度为Ｓｔｏｋｅｓ沉

降速度的４１．４％，两者相差２．９％。当犚犲ｓ＝１００时

由于非线性的作用，使得沉降速度为Ｓｔｏｋｅｓ沉降速

度的３６．０％，而再考虑记忆方程时沉降速度为

Ｓｔｏｋｅｓ沉降速度的３４．０％，两者相差２％。同时可

以看出，当犚犲ｓ增大时，记忆项对颗粒加速的抑制作

用相对非线性项是减弱的。

图２　非线性条件下记忆项对颗粒速度影响随时间

的变化（犡＝０．４，犚犲狊＝５０，１００）

图３为犡＝５×１０－４，犚犲ｓ＝０．１和１时的无量

纲速度犝ｐ的变化情况。由图３可见，由于犚犲ｓ≤１，

两个犚犲ｓ下的数值解的曲线也是重合的，也未因为

考虑了记忆项而有变化。由于记忆项（Ｂａｓｓｅｔ力的

作用）的作用颗粒稍微变缓，而最终沉降速度为

Ｓｔｏｋｅｓ沉降速度的９８．８％，可见记忆项的作用基本

可以忽略不计。
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图３　非线性条件下记忆项对颗粒速度影响随时间

的变化（犡＝５×１０－４，犚犲狊＝０．１，１）

图４为犡＝５×１０－４，犚犲ｓ＝５０和１００时的无量

纲速度犝ｐ的变化情况。当犚犲ｓ＝５０时由于非线性

的作用，使得最终的沉降速度为Ｓｔｏｋｅｓ沉降速度的

４４．３％，而再考虑记忆项时沉降速度为Ｓｔｏｋｅｓ沉降

速度的４４．０％，两者相差０．３％。当犚犲ｓ＝１００时由

于非线性的作用，使得沉降速度为Ｓｔｏｋｅｓ沉降速度

的３６．０％，而再考虑记忆项时沉降速度为Ｓｔｏｋｅｓ沉

降速度的３５．８％，两者相差０．２％。可见考虑记忆

项时，对颗粒加速的抑制作用不是很明显。同时可

以看出，当犚犲ｓ增大时记忆项对颗粒加速的抑制作

用相对非线性项是减弱的。

图４　非线性条件下记忆项对颗粒速度影响随

时间的变化（犡＝５×１０－４，犚犲狊＝５０，１００）

４　结　语

流场中颗粒运动微分方程三维数值解法的推导

为相关研究的进一步开展奠定了基础。不同密度流

体场中稀疏固体颗粒的受力一直是学术界探讨和争

论的问题。不同力的取舍，关系到工程实际问题是

否能够得到正确解。将数量级上小的颗粒受力忽略

也可以大大简化问题的求解。过对水中和空气中的

稀疏颗粒运动进行分析，在空气中，通常固体颗粒的

密度相对空气密度，存在数量级的差别，可以忽略

Ｂａｓｓｅｔ的作用，仅考虑曳力的作用，求解过程将大大

简化；由于固体颗粒和水的密度差相对较小，得到在

水中具有记忆性的Ｂａｓｓｅｔ力和曳力数量级上一致，

固体颗粒运动方程的求解相对复杂，在研究江水源

热泵时，分析泥沙在水中的流动，需要考虑Ｂａｓｓｅｔ

力的作用。
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