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摘　要：在研究谐波小波频段分解与 Ｈｉｌｂｅｒｔ解调分析的基础上，提出了基于谐波小波包变换

的解调分析法，并详述了其具体实现过程。该方法根据齿轮箱频谱特征与齿轮箱故障特征频率的

理论计算值，确定所需提取的特征啮合分量，并在此基础上选择谐波小波包分解层数与所需提取的

频带带宽；通过傅里叶变换及其反变换提取出相应的特征啮合分量，然后借助 Ｈｉｌｂｅｒｔ算子对提取

出的啮合分量进行包络解调分析。采用这种方法对存在磨损及点蚀故障的齿轮箱振动信号进行了

分析，结果表明，基于谐波小波包的包络解调法具有精确提取任意频段调制信息的能力，能够为齿

轮箱故障源的准确定位及故障程度提供可靠的判断依据。
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　　从机械表面拾取的振动加速度信号，特别是齿

轮箱故障振动信号，大多具有明显的调幅调频的调

制现象，在频谱上表现为在啮合频率或固有频率两

侧出现间隔均匀的调制边频。从信号中提取调制信

息，分析其强度和频率大小就可以判断零件损伤的

程度和部位，因此解调分析成为机械状态监测与故

障诊断的一种重要方法［１］。由于来自机械表面的加

速度信号具有多载波多调制信息的特性，所以目前
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大多数研究都是，先对齿轮箱信号进行滤波处理，再

完成解调分析。例如，文献［１］利用小波包分解出能

量集中的频段，然后利用Ｈｉｌｂｅｒｔ解调提取出齿轮箱

的低频调制故障特征。文献［２］利用经验模态分解

的方法将齿轮箱振动信号的特征频段分解出来，然

后再进行解调分析。文献［３］采用Ｓｍｉｔｈ
［４］提出的

局部均值分解法对齿轮故障振动信号进行分解，然

后提取出各个分量的调制信息。文献［５］采用二阶

循环谱密度函数将调频信号信息分成了低频调频和

高频载波频段两个循环频率域，然后再提取出相应

的调制信息。但要指出的是，小波包分解作为解调

的前置滤波处理会降低提取分量的频率分辨率，从

而直接影响解调效果；经验模态分解受噪声影响大，

在分解时会出现一些伪故障分量，造成故障状态的

误判；局部均值法还有许多如迭代终止条件等理论

问题有待完善和解决，会造成分解出来的分量没有

真实的物理意义；循环解调方法只能进行高频和低

频的划分，无法自适应地选取特征频带进行调制信

息提取。

以上分析可知，滤波方法选取对调制信息的提

取至关重要，有效的滤波方法对齿轮故障诊断具有

较大的意义。谐波小波包变换是一种全新的时频滤

波方法，可实现信号频带的无重叠的任意划分［５］。

选定合适的分解层数对振动信号进行谐波小波包分

解，就可以把机械信号各个故障特征频率所在调制

频带都提取出来加以分析，从而将所有不同严重程

度的损伤都检测出来。因此，笔者采用基于谐波小

波包变换来完成信号频域上的多带通滤波，然后采

用Ｈｉｌｂｅｒｔ算子进行包络解调分析，并详细探讨了该

方法在齿轮箱的故障诊断中的应用。

１　谐波小波与谐波小波包变换

小波分析实际上是一种相关分析方法。信号

狊（狋）的小波变换系数定义为

犪（狋）＝∫
＋∞

－∞
狊（狋）狑（狋－τ）ｄ狋， （１）

式中狑（狋）为小波函数狑（狋）的复共轭。当狊（狋）与

狑（狋－τ）相关程度较高时，犪（狋）的值较大；而当它们

相关程度较低时，犪（狋）的值就很小。

谐波小波是由 Ｎｅｗｌａｎｄ提出的一种正交小

波［６］，它在频域具有严格的盒形谱特性，其频域表达

式为

犠犿，狀（ω）＝

１
（狀－犿）２π

，２π犿≤ω＜２π狀；

０，其他
烅

烄

烆 。

（２）

式中犿、狀为实数（不必为整数）。从式（２）可以看

出，谐波小波在频域中，仅在相应的频段内具有恒定

的幅值，而在频段外全为０。这表明谐波小波具有

很好的带通滤波功能。由式（２）进行逆傅里叶变换

（ＩＦＦＴ）就得到谐波小波的时域表达式为

ψ犿，狀（狋）＝ （ｅ
ｉ２π狀狋
－ｅ

ｉ２π犿狋）／ｉ２π（狀－犿）狋。 （３）

对于离散的数字信号，取离散时间狋的步长为

１／（狀－犿），将式（３）平移犽步后得到

ψ犿，狀 狋－
犽

狀－（ ）犿 ＝
ｅｉ２π狀 狋－

犽
狀－（ ）犿 －ｅ

ｉ２π犿 狋－
犽
狀－（ ）犿

ｉ２π（狀－犿）狋－
犽

狀－（ ）犿
。（４）

当式（４）中犿＝０，狀＝１时就是谐波小波的表达式。

对于离散信号狊（狉），狉＝０，１，…，犖－１，由小波变换

可知其离散的谐波小波变换为

狑ｓ（犿，狀，犽）＝
（狀－犿）

犖 
犖－１

狉＝０

狊（狉）ψ犿，狀 狉－
犽

狀－（ ）犿 ，

（５）

　　相应的离散傅里叶变换（ＤＦＴ）为

狑^ｓ（犿，狀，ω）＝狊^（ω）ψ犿，狀（ω）， （６）

其中ψ犿，狀是ψ犿，狀的复共轭。

从以上分析可知，谐波小波是具有实部和虚部

的复小波，具有相位的锁定功能和良好的滤波性能，

使得其他的频率成分在变换后被屏蔽，只有所分析

频段的频率成分才能通过［７］。由于谐波小波没有尺

度函数，由犿和狀的可调性将信号分解到所需的频

带内，这样不仅可以有良好的滤波效果，而且信号

变换后的各个频带仍然具有与原信号相同的频率分

辨率，分解后的点数不减少，克服了 Ｍａｌｌａｔ算法小

波包分解的问题［８］。同其他小波变换一样，二进谐

波小波分析的特点是随着分解层数的增加，分析频

段逐渐趋于高频，有若干频段不能在同一分解层内

得到，不能任意选取感兴趣的分析频段。谐波小波

包变换弥补了上述不足，它能在振动信号的分析中

自适应地“无限细分”整个频带以提取信号中的有用

频率成分，实现对频带的任意细分［９］。令式（４）中的

分析频带带宽为

犅＝犳ｈ／２犼， （７）

而令分析频带的上、下限为

犿＝狊犅，

狀＝ （狊＋１）犅｛ ，
　狊＝１，２，…，２犼－１。 （８）

式中犳ｈ为信号的最高分析频率。随着分解层数犼

的逐渐增大，就可以应用谐波小波包｛犠犿，狀（狋）｝对信

号的整个频带进行无限细分。谐波小波包的频带分

解图［１０］如图１所示。
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图１　谐波小波包的频带分解图

　　从图１可以看出，如果对信号的哪个频带感兴

趣，就可以将信号分解到相应的层上，并由式（７）和

式（８）确定所要分析频带的上、下限，然后通过循环

卷积运算（４）（５）求出小波系数，就实现了相应频带

上的谐波小波包分解。正是由于谐波小波选择频带

的灵活性，使其在工程中的应用日益广泛。

２　基于谐波小波包变换的解调分析

设被分析信号狊（狋）的谐波小波包变换系数为

狑（狋），则狑（狋）的 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换为

狑′（狋）＝犎｛狑（狋）｝＝
１

π∫
∞

－∞

狑（τ）

狋－τ
ｄτ， （９）

实信号狑（狋）与 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换狑′（狋）组成解析信号

狕（狋）＝狑（狋）＋犼狑′（狋）， （１０）

则信号狑（狋）的包络为

犃（狋）＝ 狑２（狋）＋狑′
２（狋槡 ）。 （１１）

对包络信号作ＤＦＴ分析，即可得到包络信号的包络

解调谱。采用 Ｈｉｌｂｅｒｔ包络解调方法，Ｈｉｌｂｅｒｔ变化得

到的解析信号实部为实信号本身，虚部为其 Ｈｉｌｂｅｒｔ

变换，解析信号的模即为信号的包络。由于共振解调

波与齿轮箱故障冲击存在一一对应关系，因此，只有

齿轮箱存在故障时，解调谱中才有谱线，无故障则无

谱线；而且解调谱的幅值与齿轮箱故障冲击强度成正

比，因此可以用来度量故障的程度大小［１１］。

一般说来，正常运行状态与故障状态下的机器

的输出信号的各频带成分是不同的，可以根据这些

频率分量的变化确定故障是否发生并找出故障原

因［１２］。对于齿轮故障信号而言，各频带的调制信息

代表了不同的故障特征，通过解调分析提取出各频

带的调制信息，就可以判断齿轮故障所在。因此，提

出了基于谐波小波变换的解调法，以解决齿轮故障

状态的辨识问题。具体步骤如下：

１）经过预处理后的信号必须先进行频谱分析，

通过频率观察并结合齿轮箱故障特征频率的理论计

算，确定调制频带的中心频率及带宽。

２）在进行小波包分解前，先对信号进行３次样

条插值，其目的在于提高小波包分解出的频带的调

制规则性和时间分辨率，使得 Ｈｉｌｂｅｒｔ解调效果更

佳。用３次样条函数联系离散时间序列的相邻点，

相邻样条函数在衔接点不仅有相同的函数值而且具

有相同的切线和曲率，因此非常光顺。整个插值函

数由这些分段３次样条链接而成，具体算法可参见

文献［１３］。

３）根据感兴趣的调制频带带宽，由式（７）确定小

波频谱分解层数。根据调制频带中心频率，由式（８）

确定，感兴趣的中心频率落在第狊个窄带，再确定

犿、狀值。

４）找出犿、狀值对应于被分析信号离散频谱上

的点犿犽、狀犽。

５）由式（２）确定谐波小波在频域２π犿犽≤ω＜

２π狀犽 的表达式，即在此频率段里的小波频域值

＾
ψ犿犽，狀犽（ω），并取

＾
ψ犿犽，狀犽（ω）的复共轭对称到整个犳ｓ范

围内。

６）对离散信号狊（狉），狉＝０，１，…，犖－１进行快速

傅里叶变换，求得离散傅里叶值狊^（ω），并根据式（６）

求得 狑^ｓ（犿，狀，ω）。

７）求 狑^ｓ（犿，狀，ω）的逆傅里叶变换ＩＦＦＴ，就得

到了谐波小波包变换的结果 狑^ｓ（犿，狀，狋）。

８）按照式（９）计算 狑^ｓ（犿，狀，狋）的 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换

狑^′ｓ（犿，狀，狋），并按照式（１０）组成相应的解析信号

狑^ｚ（犿，狀，狋）。

９）按照式（１１）计算 狑^ｚ（犿，狀，狋）的包络 狑^Ａ（犿，

狀，狋），并进行必要的频谱分析，得到最后的谐波小波

包解调分析谱。

３　应　用

对于正常运行的齿轮，振动信号主要成分是啮

合频率及其谐波分量。当齿轮存在磨损、疲劳裂纹

等早期故障时，则会出现以齿轮所在轴的转频及其

倍频对啮合频率及谐波进行调制的现象，通过分析

调制频率即可发现故障所在。要直接测量啮合齿轮

本身的振动是非常困难的，只能用安装在变速箱箱

体上的振动传感器来测量。齿轮的振动信号必须经

过齿轮、轴、轴承和箱体才能到达传感器，但由于啮

合齿轮与传感器之间的传递路径是固定不变的，可

以假定传递函数对齿轮振动信号的影响可以忽略不

计［１４１５］。实验对象为２个存在故障的５Ｓ１１１ＧＰＡ

型汽车齿轮变速箱。通过安装在箱体表面上的加速

度传感器，用３０ｋＨｚ的采样频率测得两变速箱分别

在Ⅱ挡和Ⅲ挡运行时的振动信号，为去除高次谐波

的影响，模拟滤波器上限截止频率为３０００Ｈｚ，然后

利用笔者提出的方法对振动信号进行分析以诊断其

故障所在。
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挂Ⅱ挡时，动力经Ⅰ轴（转频犳Ⅰ＝２５Ｈｚ）输入，

Ⅱ轴（转频犳Ⅱ＝１４．１９Ｈｚ）输出，Ⅲ轴（转频犳Ⅲ＝

２０．７３Ｈｚ）为副轴。齿轮１安装在轴Ⅰ上，齿轮２、３

安装在Ⅲ轴上，齿轮４安装在Ⅱ轴。齿轮１和齿轮２

的啮合频率犳１，２ｍ为８５０．００Ｈｚ，齿轮３与齿轮４的

啮合频率犳３，４ｍ为５３８．９８Ｈｚ。图２（ａ）为采集到时域

信号，其相应的频谱见图２（ｂ）。频谱中，齿轮１、２

的啮合频率及其３倍频的幅值，齿轮３、４的啮合频

率及其５倍频都比较突出，边频多且复杂，无法根据

调制边频来判断故障所在。直接应用 Ｈｉｌｂｅｒｔ算子

对振动信号进行解调分析，得到的解调谱图２（ｃ）中，

谱峰密集，出现了许多非故障频率成分，无法进行正

确的故障诊断。采用笔者提出的方法对齿轮１、２啮

合分量进行解调分析，首先对原始信号进行３次样

条插值，再将插值信号分别分解至４层。选定频宽

为犅＝１８７．５Ｈｚ，犿＝７５０，狀＝９３７．５，找出７５０、

９３７．５对应于离散频谱上的点，按照步骤５）６）计算

出 狑^ｓ（７５０，９３７．５，ω）如图３（ａ）所示。从图３（ａ）可

看出谐波小波包变换提取出的频段内的频率峰值几

乎与图１中的原始频谱图相符。再按照步骤７）９）

得到解调谱如图３（ｂ）所示。

（ａ）Ⅱ挡齿轮的振动信号时域波形

（ｂ）Ⅱ挡齿轮振动信号频谱图

（ｃ）Ⅱ挡齿轮振动信号 Ｈｉｌｂｅｒｔ解调谱

图２　Ⅱ挡齿轮振动信号分析实例

（ａ）齿轮信号分解在［７５０，９３７．５］频带的结果

（ｂ）［７５０，９３７．５］频带的解调谱

图３　齿轮１、２啮合频率犳１，２犿的解调分析

同理，对齿轮信号进行谐波小波包分解，将分析

频率分解为３层８个频带，因为齿轮信号的３、４齿

轮拟 合 频 率 犳３，４ｍ，３犳１，２ｍ 及 ５犳３，４ｍ 主 要 集 中 在

第２个、第７个及第８个频段，按照步骤５）９）得到

的这３个频带的解调谱如图４所示。从图２（ｂ）及图

３的解调谱中，可以看到在４个解调谱中，都明显存

在频率为２１Ｈｚ和２５Ｈｚ及它们的倍频谱线。因而

判断故障发生在齿轮１、２上，由解调谱的峰值突出

可看出故障程度较大，拆开齿轮箱查看，齿轮１和齿

轮２均存在严重的裂纹故障，诊断结果与事实相符。

（ａ）［３７５，７５０］频段信号的解调分析

（ｂ）［２２５０，２６２５］频段信号的解调分析

（ｃ）［２６２５，３０００］频段信号的解调分析

图４　Ⅱ挡齿轮信号提取频带的解调分析谱
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　　挂Ⅲ挡时，动力轴Ⅰ的转频与挂Ⅱ挡时相同

（犳Ⅰ＝２５．００Ｈｚ），输出轴Ⅱ转频犳Ⅱ＝１９．４３Ｈｚ，副

轴Ⅲ 转频犳Ⅲ＝２０．７３Ｈｚ。齿轮１安装在轴Ⅰ上，

齿轮 ２、５ 安装在Ⅲ轴上，６齿轮安装在 Ⅱ 轴。

齿轮１和齿轮２的啮合频率仍为８５０Ｈｚ，齿轮５与

齿轮６的啮合频率为６８０．０９Ｈｚ。图５（ａ）为采集到

的时域波形，相应的频谱图见图５（ｂ），图５（ｃ）为其

Ｈｉｌｂｅｒｔ包络谱。频谱中，由于边带微弱，几乎被噪

声淹没，无法判断故障所在，在 Ｈｉｌｂｅｒｔ包络谱中，

２５．００Ｈｚ处峰值最为突出，对应着Ⅰ的转频；２１Ｈｚ

处峰值也较突出，对应着轴Ⅲ的转频。通常，这预示

着轴Ⅰ、Ⅲ或相应齿轮发生故障，故而引起两轴调制

振动信号。然而用笔者提出的分析法，对图５（ａ）进

行插值处理后，再用谐波小波包变换将其分解至

３层，取［３７５，７５０］，［７５０，１１２５］频段信号进行解调

分析，得到的解调谱如图６（ａ）、（ｂ）所示。从图５可

看出，２个解调谱中２５Ｈｚ非常突出且噪声干扰小。

因此，可以判定故障出现在齿轮１上或轴Ⅰ上，经查

证，齿轮１一齿面有微小凹坑。

（ａ）Ⅲ挡齿轮的振动信号时域波形

（ｂ）Ⅲ挡齿轮振动信号频谱图

（ｃ）Ⅲ挡齿轮振动信号 Ｈｉｌｂｅｒｔ解调谱

图５　Ⅲ挡齿轮振动信号分析实例

（ａ）［３７５，７５０］频段信号的解调分析

（ｂ）［７５０，１１２５］频段信号的解调分析

图６　Ⅲ挡齿轮信号提取频带的解调分析谱

从以上分析可知，谐波小波包与Ｈｉｌｂｅｒｔ解调相

结合的方法可在整个分析频率范围内进行任意频带

划分，满足特定频段的解调分析需求，并且可以准确

地判断故障信号中所含的调制成分，从而对故障类

型及故障程度作出正确的判断。对齿轮箱故障的成

功识别表明，该方法是一种有效的频域信号分析和

故障识别的工具，具有十分广阔的应用前景。

４　结　语

在齿轮箱故障诊断中，故障信号常常会对啮合

频率及固有频率等进行调制，检测出振动信号中特

征频带的调制信息对于齿轮箱状态检测和早期的故

障诊断具有十分重要的意义。笔者采用谐波小波解

调法对存在磨损和点蚀故障的齿轮箱振动信号进行

分析。结果证明，将谐波小波包分解与解调分析相

结合，可以使齿轮箱故障分量的故障特征更加突出，

便于实现齿轮箱状态的准确辨识，是一种较为理想

的多分量信号调制特征提取方法。要指出的是，与

其他滤波解调方法一样，谐波小波解调方法所采用

的谐波小波包分解割裂了信号各分量之间的关系，

而且对分量中的噪声干扰一起处理，信号分量调制

特征在噪声影响下会被掩盖亦或产生畸变。如果能

够根据有用信号成分的具体特征设计谐波小波函

数，准确地分解出特征信号分量，就可以弥补上述缺

陷，这个问题还有待进一步的研究。
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