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摘　要：为研究各参数对面齿轮传动系统动态特性的影响，建立了包含齿侧间隙、传动误差、时

变啮合刚度、阻尼、支承和外激励等参数的系统弯 扭耦合非线性动力学模型，结合非线性动力学数

值分析理论求解并得到了系统在不同参数下的分岔特性。计算结果表明，增加齿侧间隙、时变啮合

刚度和传动误差会导致系统动载荷明显增大，而增加啮合阻尼则能有效降低系统的动载荷。
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　　随着航空工业的高速发展，人们对航空用齿轮

传动的要求也越来越高，总体上正朝着高速、重载、

轻质量的方向发展。为了满足前面的要求，一些新

型齿轮越来越多地被应用在航空传动装置中，面齿

轮就是其中一种。２０世纪９０年代Ｌｉｔｉｖｉｎ等
［１］对面

齿轮的设计加工及其在直升机传动中的应用进行了

研究，发现面齿轮传动具有重合度大、对安装误差不

敏感及轴向无作用力等很多优点，当应用在直升机

传动中时能极大地降低传动装置的质量和成本。

目前国内外学者对面齿轮传动的研究主要集中

在啮合原理、齿面设计、轮齿弯曲强度、齿面接触强

度、切齿及磨齿加工和面齿轮疲劳寿命实验等方

面［２７］。而对于面齿轮传动的振动特性的研究还处

于起步阶段，靳广虎等［８］建立了包含传动误差的面

齿轮线性振动模型，并讨论了传动误差对面齿轮传

动的影响。

由于面齿轮传动与其他齿轮传动一样含有间

隙、时变啮合刚度和齿轮误差等参数，仍然是一个强

非线性系统，因此应该利用非线性动力学理论对其
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振动特性进行分析，这样更接近于传动系统真实的

工作状态。

为此，笔者通过建立面齿轮传动的弯 扭耦合非

线性动力学模型，考虑齿侧间隙、时变啮合刚度、综

合误差等内部激励，分析并讨论了在不同的参数激

励下系统动态特性的变化规律。

１　系统的非线性动力学模型

图１所示为正交面齿轮动力学模型简图，图中

两齿轮分别被处理为具有转动惯量的质量块，而支

承轴也被等效处理到两齿轮的轮心犗ｐ、犗ｇ 上。同

时，以直齿轮轴线为狓轴，以面齿轮轴线为狔轴，建

立全局坐标系Σ：（犗狓狔狕）。根据面齿轮传动特点，

当小齿轮为直齿圆柱齿轮时，小齿轮无轴向作用力，

因此模型中只考虑狔、狕方向上的支承和阻尼。另

外，这里未考虑两齿轮的摆振。

图１　正交面齿轮传动系统非线性动力学模型

从图１中可以看出，整个传动系统共有６个自

由度，分别为｛犢ｐ，犣ｐ，θｐ，犢ｇ，犣ｇ，θｇ｝
Ｔ。

２　系统的振动微分方程

两齿轮啮合点间因振动和误差产生的法线方向

的相对位移为

λｎ＝（狉ｐθｐ－狉ｇθｇ＋犣ｐ－犣ｇ）犮１＋

（犢ｐ－犢ｇ）犮２－犲ｎ（狋）， （１）

式中：犮１＝ｃｏｓαｎ，犮２＝ｓｉｎαｎ；狉ｐ 为小齿轮的基圆半

径，狉ｇ为面齿轮的名义半径；αｎ 为齿轮啮合点处的

压力角；犲ｎ（狋）为齿轮副的综合传动误差。

则齿轮副沿啮合线方向的动载荷及其在坐标轴

上的分力分别为

犉ｎ＝犽ｈ（狋）犳（λｎ）＋犮ｈλ
·

ｎ，

犉狔 ＝犉ｎ犮２，

犉狕 ＝犉ｎ犮１

烅

烄

烆 。

（２）

式中：犽ｈ（狋）为时变啮合刚度；犮ｈ 为啮合阻尼；犳（λｎ）

为间隙函数。其中犳（λｎ）表达式为

犳（λｎ）＝

λｎ－犫ｍ，λｎ＞犫ｍ；

０，狘λｎ狘≤犫ｍ；

λｎ＋犫ｍ，λｎ＜－犫ｍ

烅

烄

烆 。

（３）

式中犫ｍ 为法向平均啮合间隙之半。

下面分析时变啮合刚度激励犽ｈ（狋）和齿轮副传

动误差激励犲ｎ（狋）的表达式。

计算齿轮的时变啮合刚度时，先按照石川法计

算出齿轮在单齿和双齿啮合时的啮合刚度，然后将

轮齿综合啮合刚度简化成关于啮合频率的矩形波周

期函数，再将其展开成傅里叶级数并略去高阶项后，

得到其具体表达式为

犽ｈ（狋）＝犽ｍ＋犃ｋｃｏｓ（ωｈ狋＋φｋ）， （４）

式中：犽ｍ 为啮合刚度的平均值；犃ｋ 为啮合刚度的波

动幅值；ωｈ为齿轮副的啮合频率；φｋ为初相位。

由于对齿轮振动影响较大的误差比较多，如基

节偏差、齿距偏差、齿形误差和齿距累积误差等，在

此将其统称为齿轮副的法向静态传动误差。具体的

处理方法参考文献［９］，将其表示为啮合频率的简谐

函数

犲ｎ（狋）＝犲０＋犃ｅｓｉｎ（ωｈ狋＋φｅ）， （５）

式中：犲０ 为法向静态传动误差常值；犃ｅ 为法向静态

传动误差变量幅值；φｅ为初相位。

则图１所示的面齿轮传动系统的振动方程为

犿ｐ犢̈ｐ＋犮狔ｐ犢
·

ｐ＋犽狔ｐ犢ｐ＝犉狔，

犿ｐ犣̈ｐ＋犮狕ｐ犣
·

ｐ＋犽狕ｐ犣ｐ＝犉狕，

犑ｐθ̈ｐ＝犜ｐ－犉ｎ狉ｐ，

犿ｇ犢̈ｇ＋犮狔ｇ犢
·

ｇ＋犽狔ｇ犢ｇ＝－犉狔，

犿ｇ犣̈ｇ＋犮狕ｇ犣
·

ｇ＋犽狕ｇ犣ｇ＝－犉狕，

犑ｇθ̈ｇ＝－犜ｇ＋犉狕狉ｇ

烍

烌

烎。

（６）

式中犿ｐ、犿ｇ、犑ｐ、犑ｇ 分别为两齿轮的质量和转动

惯量。

为了消除系统的刚体位移，引入齿面啮合点间

的法向相对位移λｎ 作为新的自由度，并对方程

组（６）进行量纲一化处理后，得到系统的无量纲方程
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狔̈ｐ＋２ξ狔ｐ狔
·
ｐ－２ξｈｐ犮２λ

·
＋犽狔ｐ狔狆－犽ｈｐ犳（λ）＝０，

狕̈ｐ＋２ξ狕ｐ狕
·
ｐ－２ξｈｐ犮１λ

·
＋犽狕ｐ狕ｐ－犽ｈｐ犳（λ）＝０，

狔̈ｇ＋２ξ狔ｇ狔
·
ｇ＋２ξｈｇ犮２λ

·
＋犽ｙｇ狔ｇ＋犽ｈｇ犳（λ）＝０，

狕̈ｇ＋２ξ狕ｇ狕
·
ｇ＋２ξｈｇ犮１λ

·
＋犽狕ｇ狕ｇ＋犽ｈｇ犳（λ）＝０，

－犮２狔̈ｐ－犮１狕̈ｐ＋犮２狔̈ｇ＋犮１狕̈ｇ＋λ̈＋２ξｈ犮１λ
·
＋

犽ｈ犮１犳（λ）＝犳ｐｍ＋犳ｐｖ＋犳ｇ＋犳ｅ

烅

烄

烆 。

（７）

式中：

狔犼＝
犢犼
犫ｍ
；狕犼＝

犣犼
犫ｍ
；λ＝
λｎ
犫ｍ
；

ωｎ＝
犽ｍ
犿槡ｅ

；ω犻犼＝
犽犻犼
犿槡犼

；

ξ犻犼＝
犮犻犼

（２犿犼ωｎ）
；犽犻犼＝

ω
２
犻犼

ω
２
ｎ

；

ξｈ犼＝
犮犺

（２犿犼ωｎ）
；犽ｈ犼＝

犽ｈ（τ）

（犿犼ω
２
ｎ）
；

ξｈ＝
犮ｈ

（２犿ｅωｎ）
；τ＝ωｎ狋；

Ωｈ＝
ωｈ

ωｎ
；Ω犉＝

ω犉

ωｎ
；

犽ｈ＝
犽ｍ
犿ｅ犫ｍω

２
ｎ

＋犪ｋ
犽ｍ
犿ｅ犫ｍω

２
ｎ

ｃｏｓ（Ωｈτ＋φｋ）；

犪ｋ＝
犃ｋ
犽ｍ
；犳ｐ＝

犉ｐ
犿ｅ犫ｍω

２
ｎ

；

犳ｇ＝
犉ｇ

犿ｅ犫ｍω
２
ｎ

；

犳ｅ＝犪ｅｃｏｓ（Ωｈτ＋φｅ）；犪ｅ＝
犃ｅΩ

２
ｈ

犫ｍ
；

犳（λ）＝

λ－犫ｍ，λ＞犫ｍ；

０，｜λ｜≤１；

λ＋犫ｍ，λ＜－犫ｍ

烅

烄

烆 。

以上各式中犻＝狔，狕；犼＝ｐ，ｇ。

３　参数对系统动态特性的影响分析

对方程组（７），用ＰＮＦ方法
［１０］对其进行求解，

得到的系统响应以量纲一化的形式给出，图中λ表

示量纲一位移，ｄλ表示量纲一速度。

系统主要参数［８］取为：齿数狕ｐ＝３６，狕ｇ＝１２３；模

数犿＝４ｍｍ；齿宽犅＝３０ｍｍ；压力角α狀＝２０°；法向

静态传动误差均值犲０＝０μｍ，幅值犃ｅ＝１５μｍ，初始

相位角φｅ＝０；驱动转矩犜ｐ＝３００Ｎ·ｍ；负载转矩

犜ｇ＝１０２５Ｎ·ｍ；齿侧间隙犫ｍ＝１００μｍ；啮合刚度

犽ｍ＝３．２×１０
８ Ｎ·ｍ－１；小直齿轮支承刚度犽狔ｐ＝

犽狕ｐ＝２．８×１０
８Ｎ·ｍ－１，面齿轮支承刚度犽狔ｇ＝犽狕ｇ＝

５．２×１０８Ｎ·ｍ－１。

３．１　间隙对系统动态特性的影响

图２为量纲一齿侧间隙犫ｍ 从０增加到６．５时

系统响应的分岔图。由图２可见，当齿侧间隙为０

时，系统呈现拟周期响应，具体的变化情况如图３所

示，此时系统的动载系数幅值为８．２。当间隙增大

到２．０时，系统响应为５周期次谐响应（图４），此时

系统的动载系数幅值下降到７．７６。间隙继续增大

到３．０时，系统再次进入拟周期响应（图５），此时系

统的拟周期环拓扑结构发生了变化，系统的动载系

数幅值为８．１８。当间隙增大到４．２时，系统的拟周

期环面发生破碎，由完整的环面破碎成数个小的吸

引子区域（图６），此时系统动载系数幅值为８．３。当

间隙增大到６．０时，系统呈现５周期响应（图７）。

图２　齿侧间隙犫犿 变化时系统响应的分岔图

图３　犫犿＝０时拟周期响应
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图４　犫犿＝２．０时５周期响应

图５　犫犿＝３．０时拟周期响应

图６　犫犿＝４．２时拟周期响应

图７　犫犿＝６．０时５周期响应
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　　虽然响应特性比较简单，但是齿轮的工作状态

有很大变化，齿面冲击和齿背冲击都非常大，此时系

统的动载系数幅值大幅度增加到１０．１。

３．２　时变啮合刚度对系统动态特性的影响

图８为时变啮合刚度幅值系数犪ｋ 变化时系统

的动态响应分岔图，由图８可以看出，当幅值系数比

较小时，系统响应比较简单，当幅值系数增大到一定

程度时，系统就会进入拟周期响应并最终进入混沌

响应。

图８　时变啮合刚度幅值犪犽 变化时系统响应的分岔图

图９为犪ｋ＝０．１时系统动态响应图，此时系统

响应为５周期次谐响应，系统动载系数幅值为６．３。

当幅值系数增大到０．２时，系统呈现出拟周期响应

（图１０），其Ｐｏｉｎｃａｒé截面为一个封闭环，此时系统

动载系数幅值增大到６．５２。当幅值系数继续增大

到０．４时，系统响应又回到了５周期响应（图１１），但

是系统的动载系数幅值增大为６．８。当幅值系数增

大到０．４８时，系统发生了倍周期分岔，由５周期分

岔到１０周期响应（图１２），系统动载系数幅值也增

大到７．０。当幅值系数继续增大到０．６时，系统响

应变为２周期响应（图１３），但是此时系统的动载系

数幅值较之前的周期运动大幅增加到８．３。当幅值

系数增大到０．８时，系统呈现出混沌响应特性

（图１４），此时系统响应比较复杂，同时动载系数幅

值变得非常大，达到了１４．０。

３．３　阻尼比对系统动态特性的影响

图１５为啮合阻尼比ξｇ 变化时系统的动态响应

分岔图，由图１５可以看出，系统响应在阻尼比较小

时比较复杂，当阻尼比增大到０．０４左右时，系统响

图９　犪犽＝０．１时５周期响应

图１０　犪犽＝０．２时拟周期响应

应会发生突变进入单周期响应。
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图１１　犪犽＝０．４时５周期响应

图１２　犪犽＝０．４８时１０周期响应

图１３　犪犽＝０．６时２周期响应

图１４　犪犽＝０．８时混沌响应
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图１５　啮合阻尼比ξ犵变化时系统响应的分岔图

　　图１６、１７为阻尼比分别为ξｇ＝０．０３和ξｇ＝

０．０４时系统的响应图，此时系统均为拟周期响应，但

是动载系数幅值却呈现出降低的趋势，分别为４．６、

３．６。当阻尼比增大到０．０６时，系统为单周期响应

（图１８），此时系统的动载系数幅值为３．０。同样，阻

尼比继续增大到０．１时系统依然保持单周期响应

（图１９），不过系统的动载系数幅值继续减小到１．９。

图１６　ξ犵＝０．０３时拟周期响应

图１７　ξ犵＝０．０４时拟周期响应

图１８　ξ犵＝０．０６时单周期响应
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图１９　ξ犵＝０．１时单周期响应

３．４　传动误差对系统动态特性的影响

图２０为量纲一化综合误差幅值犪ｅ变化时系统

的动态响应分岔图，由图２０可以看出，系统响应在

误差幅值较小时比较复杂，随着误差幅值的增大，系

统响应会进入一个比较宽的周期窗口，系统响应比

较简单，但是随着误差幅值的进一步增大，系统会发

生分岔并最终进入混沌响应。

图２０　综合传动误差幅值犪犲变化时系统响应的分岔图

图２１为误差幅值为０．０５时系统的响应图，此

时系统为拟周期响应，动载系数幅值为４．８。当误

差幅值增大到０．０８时，系统响应由拟周期响应变为

５周期响应（图２２），此时系统动载系数幅值为４．８６。

当误差幅值继续增大到０．１１时，系统响应由周期响

应再次分岔为拟周期响应（图２３），此时系统拟周期

环的拓扑结构较之前的拟周期环有了很大改变，系

统的动载系数幅值也增大到５．３。当误差幅值增加

到０．１５时，系统处在比较宽的周期窗口内，呈现出

比较简单的２周期响应（图２４），但是系统的动载系

数幅值却继续增大到６．１。当误差幅值进一步增大

后，系统再次由周期响应分岔到拟周期和混沌响应，

图２５为犪ｅ＝０．３０时系统的动态响应，此时系统的

拟周期环有了很大改变，系统的动载系数幅值也增

大到７．４。

图２１　犪犲＝０．０５时拟周期响应
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图２２　犪犲＝０．０８时５周期响应

图２３　犪犲＝０．１１时拟周期响应

图２４　犪犲＝０．１５时２周期响应

图２５　犪犲＝０．３０时拟周期响应
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４　结　论

１）增加齿侧间隙时，系统中齿轮副的啮合状态

会发生很大变化，会由前期的齿面冲击演变为齿面

齿背的双面冲击。当间隙增大到一定程度时系统会

保持周期响应状态，此后不再发生改变，但是系统的

动载系数增加明显，因此还是应该尽量减小系统的

齿侧间隙。

２）时变啮合刚度幅值的增加会引起系统的倍周

期分岔。当刚度幅值系数改变时，系统的动载系数

会增加２倍以上，因此在设计和优化时必须考虑其

对系统动态特性的影响。

３）当改变齿轮副的啮合阻尼比时，系统的响应

特性会发生激变。随着阻尼比的增加，系统的动载

系数会逐渐减小，因此对系统的振动状态进行控制

时，应优先考虑系统的啮合阻尼。

４）当外载荷保持一定时，综合误差幅值的大小

就代表了交变激励幅值的强度。当误差幅值越大，

系统的动载也越大，因此在设计和制造时应尽可能

降低面齿轮的综合传动误差。
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