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摘　要：提出一种无网格方法中采用分域的思想处理材料和位移不连续问题的方法。该方法

将求解域沿不连续面进行分域，通过使用两种转换矩阵使子域交界面上的位移连续性得到满足；采

用分块矩阵法计算转换后的刚度矩阵，所得刚度矩阵仍具有稀疏、带状性。可采用与有限元耦合的

方式施加本质边界条件。编制了该算法的计算程序，通过对材料不连续悬臂梁弯曲问题的分析和

单边裂纹板裂纹张开位移的计算，验证了该算法的正确性和有效性。
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　　无网格方法由于具有明显的优点而备受关

注［１３］。该类方法在模拟裂纹扩展、移动边界和大变

形等问题［４，５］中无需网格重构，且相对于有限元法具

有较高的精度和收敛速度。尽管如此，无网格方法

也有其局限性［３］，其中一个突出的不足之处就是在

处理材料和位移不连续性问题时较困难。

在处理不连续问题时，常规有限元方法通常把

不连续面作为单元的交界面，因而在处理裂纹扩展
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等位移不连续问题时需不断修正网格。ＭａｃＫｉｎｎｏｎ

等［６］提出了一种修正的有限单元法，该方法允许相

边界穿过单元，无需网格重构。该方法的不足之处

在于当不连续面与单元相交时，不连续面在单元中

被简化为平面，且当不连续面与单元的一个角相交

时，计算刚度矩阵将变得复杂。Ｂｅｌｙｓｃｈｋｏ等
［７９］基

于单位分解理论提出了扩展有限元法（ＸＦＥＭ），该

方法是通过基于结点的富集自由度构造非连续位移

场，不连续面可以穿过单元且仍可保持为曲面。但

该方法需在不连续面两端细分单元，单元刚度矩阵

的计算变得复杂，特别在三维问题中该问题更加突

出。采用无网格方法处理不连续问题具有其优势，

Ｃｏｒｄｅｓ等
［１０］采用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法处理材料不连续

问题，但该方法所得的总体刚度矩阵非正定，且会增

加未知量的数目。Ｋｒｏｎｇａｕｚ等
［１１］采用一种特殊的

附加形状函数处理材料不连续问题，该方法实现复

杂且不稳定。Ｃａｉ等
［１２］采用一种转换矩阵使本质边

界和材料不连续面上的无网格节点位移转换成真实

位移，从而可以直接施加本质边界条件和处理材料不

连续问题，但没有证明该方法能否通过分片试验。对

于位移不连续问题，目前无网格方法中已经提出了一

些处理场函数不连续性的近似方法，如可视性准则、

衍射法和透射法等［１０，１３１４］，但这些方法涉及到比较复

杂的几何处理，在三维问题中这一问题更加突出。

笔者在Ｃａｉ等
［１２］和Ｘｉａｏ等Ｐ

［１５］工作的基础上，

提出一种分域算法，可以有效处理无网格方法中的

材料和位移不连续问题。

１　移动最小二乘近似

Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ等
［１６］提出了移动最小二乘（ＭＬＳ）

近似，该方法使用空间Ω上的一系列点（狓犻），犻＝１，

２，…，狀来拟合该空间上未知的函数狌（狓），近似的表

示为

狌犺（狓）＝∑
犿

犼＝１

狆犼（狓）犪犼（狓）＝狆
Ｔ（狓）犪（狓）， （１）

式中：狌犺（狓）表示函数狌（狓）的近似值，狆犼（狓）称为基

函数，犿为基函数的项数，犪犼（狓）为相应的系数，它是

空间坐标狓的函数。在每个节点狓犻（犻＝１，２，…，狀）

处定义一个权函数 狑犻（狓）＝狑（狓－狓犻），权函数

狑犻（狓）具有紧支、非负、单调递减和连续可导性，权

函数的种类有高斯权函数、样条型权函数以及指数

型权函数。区域Ω犻称为权函数狑犻（狓）的支撑域，也

称为节点狓犻的支撑域或节点狓犻的影响域。

式（１）中的系数矩阵犪（狓）可以通过使得以下离

散范数取极小值得到

犑（狓）＝ （犘犪（狓）－^狌）
Ｔ犠（狓）（犘犪（狓）－^狌）。（２）

　　即使得对函数的局部近似误差最小，其中

犘＝

狆１（狓１） 狆２（狓１） … 狆犿（狓１）

狆１（狓２） 狆２（狓２） … 狆犿（狓２）

… …  …

狆１（狓狀） 狆２（狓狀） … 狆犿（狓狀

熿

燀

燄

燅）

，

犠（狓）＝

狑（狓－狓１） ０ … ０

０ 狑（狓－狓２） … ０

   

０ ０ … 狑（狓－狓狀

熿

燀

燄

燅）

，

狌＝ 狌
—

１ 狌
—

２ … 狌
—［ ］狀

Ｔ。 （３）

　　要使式（２）取驻值，需满足以下线性关系式

犑

犪
＝犃（狓）犪（狓）－犅（狓）^狌＝０， （４）

式中：矩阵犃（狓）和犅（狓）分别为

犃（狓）＝犘
Ｔ犠（狓）犘，犅（狓）＝犘

Ｔ犠（狓）。 （５）

由此可得

犪（狓）＝犃－
１（狓）犅（狓）^狌。

　　将上式代入式（１）得

狌犺（狓）＝Φ
Ｔ（狓）^狌＝∑

狀

犻＝１

Φ犻（狓）^狌犻，狓∈Ω （６）

　　上式中

Φ
Ｔ（狓）＝犘

Ｔ（狓）犃－１（狓）犅（狓）。 （７）

Φ犻（狓）即为节点犻对应的移动最小二乘形函数。它

具有局部、光滑和单位分解性，但不具有δ函数的性

质，因此由基于 ＭＬＳ近似的无网格方法所得节点位

移并非真实位移，一般称为名义位移。

２　不连续问题的分域算法

如图１所示，求解问题域包含不同的材料，也可

图１　子域划分及节点设置
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以含有如裂纹导致的位移不连续区域。现在沿不连

续面将区域分解成两子域ＳＤ１ 和ＳＤ２，在子域交界

面上设置犿 个节点，除这些交界面节点外，在ＳＤ１

子域和ＳＤ２ 子域中分别还有狀个和犽个无网格节点。

子域ＳＤ１ 的犿个处于交界面上的节点的真实位移可

通过它们形函数影响域内的该子域节点插值而得

狌１ ＝Φ
１
１^狌１＋Φ

１
２^狌２＋…＋Φ

１
犿^狌犿 ＋Φ

１
犿＋１^狌犿＋１＋

Φ
１
犿＋２^狌犿＋２＋…＋Φ

１
犿＋狀^狌犿＋狀，

狌２ ＝Φ
２
１^狌１＋Φ

２
２^狌２＋…＋Φ

２
犿^狌犿 ＋Φ

２
犿＋１^狌犿＋１＋

Φ
２
犿＋２^狌犿＋２＋…＋Φ

２
犿＋狀^狌犿＋狀，

　　　　　

狌犿 ＝Φ
犿
１^狌１＋Φ

犿
２^狌２＋…＋Φ

犿
犿^狌犿 ＋Φ

犿
犿＋１^狌犿＋１＋

Φ
犿
犿＋２^狌犿＋２＋…＋Φ

犿
犿＋狀^狌犿＋狀，

（８）

式中：狌犻（犻＝１，２，…，犿）是交界面节点的真实位移

值，Φ
犻
犼（犻＝１，２，…，犿，犼＝１，２，…，犿＋狀）是第犼个交

界面节点的形函在第犻个节点处的取值。

式（８）可以用矩阵形式表达如下

狌犿 ＝ ［Φ１，Φ２］
狌＾犿

狌＾１
烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
， （９）

式中：狌犿 表示交界面上节点真实位移组成的列向

量；Φ１ 是交界面上节点形函组成的犿×犿 阶矩阵；

Φ２ 为其余形函组成的犿×狀阶矩阵；狌＾犿 为交界面上

节点名义位移组成的列向量；狌＾１犿 为其余非交界面上

的节点名义位移组成的列向量。由式（９）可将交界

面上节点的名义位移表示成

狌＾犿 ＝Φ
－１
１ （狌犿 －Φ２狌＾狀）＝ 犇１　犇［ ］２

狌犿

狌１^
烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
，（１０）

式中：犇１＝Φ
－１
１ ，犇２＝Φ

－１
１ Φ２，进一步可将ＳＤ１ 子域

中所有节点的名义位移狌＾ 用下式表示

狌＾ ＝
狌＾犿

狌｛^ ｝
狀

＝
犇１ 犇２

０
［ ］

犐

狌犿

狌＾１
烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝犆狌犆， （１１）

式中：犐为单位对角阵；犆为转换矩阵，具有稀疏性和

块状性。

将式（１１）代入弹性力学控制方程的等效积分形

式，经过推导可得子域ＳＤ１ 相应的ＥＦＧ平衡方程可

写为

犆Ｔ犓１犆狌犆 ＝犆
Ｔ犫１＋犆

Ｔ狋１， （１２）

式中：犓１、犫１ 和狋１ 分别为转换前的初始刚度矩阵、体

积力列向量和外载荷列向量。

现在子域ＳＤ２ 中设置犽个无网格节点（不包括

交界面上的犿个节点），则ＳＤ２ 子域共有犿＋犽个节

点，这些节点的名义位移可表示为

狌＾２ ＝ ［^狌
２
１，^狌

２
２，…，^狌

２
犿＋犽－１，^狌

２
犿＋犽］

Ｔ， （１３）

式中：^狌２犻 表示子域ＳＤ２ 的第犻个节点名义位移。

子域ＳＤ１ 中交界面节点的真实位移又可由子域

ＳＤ２ 中犿＋犽个节点名义位移通过 ＭＬＳ插值得到，

故狌犆 可表示为

狌犆 ＝犜
狌＾２

狌＾１
［ ］
狀

＝犜狌＾。 （１４）

　　转换矩阵犜把子域ＳＤ２ 中的节点与子域ＳＤ１

中的节点联系在一起，其为

犜＝
Φ ０

０
［ ］

犐
， （１５）

式中：Φ为子域ＳＤ２ 的犿×犽阶插值系数矩阵，犐为

狀×狀单位对角阵。

将式（１４）代入子域ＳＤ１ 的平衡方程式（１２），可

得转换后的子域ＳＤ１平衡方程

（犆犜）Ｔ犓１犆犜狌＾ ＝ （犆犜）
Ｔ犫１＋（犆犜）

Ｔ狋１。 （１６）

上式可简写为

狌
～１
狇
～１
＝犳

～１， （１７）

式中：

犽
～１
＝ （犆犜）

Ｔ犓１犆犜，
槇
犳
１
＝ （犆犜）

Ｔ犫１＋（犆犜）
Ｔ狋１，

（１８）

狌
～１
＝ 狌^２１，^狌

２
２，…，^狌

２
犿＋犽－１，^狌

２
犿＋犽，^狌

１
１，^狌

１
２，…，^狌

１
狀－１，^狌

１［ ］狀
Ｔ。

（１９）

　　对子域ＳＤ２ 采用以上类似的推导过程，可得到

其相应的平衡方程

犓＾２狇
２^
＝犳

＾２， （２０）

式中：刚度矩阵犓
～２ 和载荷向量犳

～２ 与子域ＳＤ１ 的类

似。相应的位移向量表示为

狇
～２
＝ 狌^１１，^狌

１
２，…，^狌

１
犿＋狀－１，^狌

１
犿＋狀，^狌

２
１，^狌

２
２，…，^狌

２
犽－１，^狌

２［ ］犽
Ｔ。

（２１）

对式（１７）和式（２０）按节点总体编号进行组集，即可

得到系统平衡方程

犓狇＝犳， （２２）

式中：狇为所有无网格方法的名义节点位移列向量，

表示为

狇＝ 狌^１，^狌２，…，^狌犿＋狀＋犽－１，^狌犿＋狀＋［ ］犽
Ｔ。 （２３）

　　在系统平衡方程组（２２）中施加本质边界条件并

求解即可得到各节点的名义位移。考虑到转换矩阵

犆和犜具有稀疏性，采用分块矩阵法计算刚度矩阵，

提高计算速度。本质边界条件的施加可以使用现有

的各种方法，如Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法、罚参数法等。这

里采用与有限元耦合的方式施加本质边界条件。

３　数值算例

３．１　算例１：材料不连续杆弯曲问题

如图２（ａ）所示的材料不连续悬臂梁，犔＝
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８．０ｍ，犺＝１．０ｍ，左端固定，右端自由，在自由端面

上作用有沿厚度均匀分布载荷狇＝１．０Ｎ／ｍ；２种材

料的弹性模量分别为犈１＝１．０×１０
６ Ｐａ和犈２＝

０．９×１０６Ｐａ；泊松比分别为ν１＝０．２８和ν２＝０．３３。

采用笔者方法求解此问题时，悬臂梁数值离散

模型如图２（ｂ）所示。为了便于施加本质边界条件，

在材料２的左端即固定端附近区域采用８０个４节

点四边形有限单元离散。其余区域沿材料不连续面

分割成两个ＥＦＧ子域，无网格区域均匀布置总共

６１２个节点。基函数选用线性基，刚度矩阵的计算

采用有限元背景网格积分。为比较，采用ＡＢＡＱＵＳ

计算此问题，使用５１２个８节点２次单元，共１６８１个

节点进行模型离散。

图２　材料不连续悬臂梁弯曲问题

图３为悬臂梁中心轴挠度计算结果，可见，笔者

方法所得结果与 ＡＢＡＱＵＳ结果一致，即使在不连

续面上计算所得的挠曲线结果也很光滑。图４为

狓＝５ｍ截面上的弯曲正应力结果，可见两种方法所

得结果一致。图５为狓＝５ｍ截面上的弯曲剪应力

结果，除梁的上下表面外，由两种方法所得的结果基

本一致。可见，该方法在处理材料不连续问题中具

有很高的计算精度。

３．２　算例２：单边裂纹板裂纹张开位移的计算

单边裂纹板裂纹板如图６（ａ）示犔＝８．０ｍ，犠＝

４．０ｍ，犪＝２．０ｍ，板两端受拉应力σ＝１．０Ｐａ作用，

弹性模量犈＝１．０×１０６Ｐａ，泊松比狏＝０．２８。

采用笔者方法计算时，单边裂纹板数值模型区

域划分如图６（ｂ）所示，在远离裂纹的两端分别采用

６６个４节点四边形有限单元离散，在靠近裂纹区域

图３　悬臂梁中心轴挠度

图４　狓＝５犿截面上的弯曲正应力

图５　狓＝５犿截面上的弯曲剪应力

沿裂纹线切线方向将ＥＦＧ区域分割成两个子区域，

无网格区域均匀布置总共８８１个节点。考虑到结构

的对称性，在采用ＡＢＡＱＵＳ计算时，只取裂纹线以

上二分之一部分进行离散，采用２８８０个８节点２次

单元，共８８６５个节点。

裂纹线上各节点的张开位移计算结果见图７。
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图６　单边裂纹板拉伸问题

由图可见，由该方法所得的张开位移结果与由

ＡＢＡＱＵＳ所得结果接近，特别是采用二次基的时

候，效果更好。

图７　裂纹线张开位移

以上算例表明，笔者方法能有效处理无网格方

法中的不连续问题，该方法可以进一步用于诸如裂

纹扩展问题的数值模拟。

４　结　语

基于分域算法的思想，提出一种利用转换矩阵

处理无网格方法中的材料和位移不连续问题。由转

换矩阵所得的刚度矩阵具有稀疏性和带状性，采用

分快矩阵法提高了刚度矩阵的计算速度；通过与有

限元法耦合，使该方法可直接施加本质边界条件和

提高计算效率。数值算例表明，笔者所提方法在处

理材料和位移不连续问题时均能获得高的计算精

度。该方法可以进一步用于裂纹扩展问题的数值模

拟研究。
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