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摘　要：在传统的静力学鲁棒优化设计基础上，考虑时间参数，通过摄动有限元法处理系统中

存在的不确定性因素，用Ｎｅｗｍａｒｋ方法做时程分析，将鲁棒优化设计方法运用在动力响应优化问

题中。通过一个门形框架算例，与传统的优化设计结果相比，显示了鲁棒优化设计方法的优越性，

设计的结果能使结构具有更稳定的性能。
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　　随着社会的进步与科技的发展，近年来，人们对

工程系统性能的要求越来越高。人们在致力于提高

系统性能和产品质量的探索中，关于鲁棒性的研究

成了一个热点议题，越来越多的研究人员把鲁棒性

作为一个系统质量好坏的评判标准［１３］。

在实际工程系统中，影响产品性能的因素很多，

主要可以分为可控因素和不可控因素［１］，可控因素

是人们在设计过程中可以控制的因素，如设计变量、

设计安全等级、变量的容差等［４６］；不可控因素是不

确定的，系统总可能存在加工误差，支座发生位移，

系统温度发生变化，构件的质量分布不均匀，材料或

元器件随着时间推移而发生老化等等不确定的情

况，要控制系统的这种不确定变化要人为的花费很

多精力和费用，而更多情况下是不可能完全控制

的［６７］。在传统的优化设计中，设计者通常是用设计

变量和设计参数的名义值进行设计，没有在设计过

程中考虑名义值和实际值的差异［８］。因此，传统的

优化设计方法其实是一种确定性的设计方法，设计

过程考虑的因素与实际加工出来的产品必然有误

差，而这种误差有可能导致设计出的产品性能与期

望值差异很大。所以，能不能在产品或系统的设计

过程中就把系统的不确定因素考虑进去，从而使设

计出的产品对系统发生不确定变化时其性能发生的

变化最小，即对这种变化不敏感？因此，鲁棒优化设
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计方法应运而生，在解决这类问题中突显了很大的

优势［９１２］。

目前在工程领域，鲁棒优化设计在静力学中的

应用日趋成熟，大多数鲁棒设计的研究都只考虑了

静态的情况［１３１４］，而在动力学中的应用还很少。Ｃ．

Ｚａｎｇ
［２］研究了鲁棒优化设计在动力学中的应用情

况，并通过一个二自由度系统在简谐激励下的动力

响应优化问题，探讨了鲁棒优化设计在动力学中的

应用。Ｃ．Ｚａｎｇ只考虑了二自由度系统受简谐激励，

系统振动响应的振幅与随机参数间可得到一显式的

函数关系，动力响应优化问题变成使振幅最小的问

题，从而动力响应中的时间变量不出现在优化模型

中，其实质变成了一个静态鲁棒优化问题。肖方

豪［１］研究了动力响应鲁棒优化的一般情况，考虑系

统受任意时间函数的激励力作用，系统的动力响应

需采用数值积分法进行计算。提出了处理时间变量

的方法。但是，对系统中的随机环境变量采用

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法进行数值模拟，其计算效率较低。王

文凯［１５］总结了鲁棒优化设计的研究成果，介绍并评

述了工程鲁棒优化设计方法，以及结构动力鲁棒优

化设计方法。但在结构动力响应的鲁棒优化方面没

有提出新的想法。结构中的环境变量（随机变化的）

往往在一个小范围内波动，因此为了提高动力响应

鲁棒优化的计算效率，可采用结构动力重分析的方

法来处理环
#

变量，其中常用的有矩阵摄动法［１６］、

基于灵敏度的一阶摄动方法和小参数摄动的有限单

元法以及其它近似逼近方法等［１７，１８］。笔者考虑系统

存在环境干扰因素，用小参数摄动有限元法推导了

结构动力响应数值积分的计算公式，从而使结构的

动力响应与环境变量之间的关系可近似的用显式表

示，从而达到优化过程中提高计算效率的目的。通

过一个立柱和横梁的弹性模量皆存在微小波动的门

形框架模型，实现了结构动力响应的鲁棒优化设计。

１　动力学中的鲁棒优化设计

１．１　鲁棒性

所谓“鲁棒性”，是指控制系统在一定（结构、大

小）的参数摄动下，维持某些性能的特性［３］。鲁棒设

计考虑系统在一定（结构、大小、温度）的参数摄动情

况下对系统进行设计，从而得到对这种参数摄动不

灵敏的系统，我们便称该系统具备良好的鲁棒性［６］。

１．２　鲁棒设计

鲁棒设计的目的是优化系统性能平均值和最小

化由不确定因素变化引起的系统性能可变性［４５］。

根据这种指导思想，２０世纪８０年代初日本学者

Ｇ．Ｔａｇｕｃｈｉ首先提出了产品鲁棒设计方法，它实质

上是在不消除变量的可能波动变化的情况下，找到

合理的设计变量值，来使设计对象的性能指标对各

种变量的可能波动变化不敏感的设计方法。图１示

意性地说明了鲁棒设计的设计理念，它一般不在于

寻找设计对象性能指标（目标函数）的最优点犡ｏｐｔ，

而是宁愿用比较接近目标值但其系统性能对设计变

量和环境变量波动不敏感的设计点犡ｒｏｂｕｓｔ
［７９］。

图１　鲁棒设计图解说明

１．３　动力学的鲁棒优化设计方法

在动力学问题中，考虑时间因素狋，工程结构优

化问题可以表示为

ｍｉｎ　犳（｛狓｝，｛狕｝，狋）

ｓ．ｔ．犵犼（｛狓｝，｛狕｝，狋）≤０　（犼＝１，２，…，犿），（１）

｛狓Ｌ｝≤ ｛狓｝≤ ｛狓Ｕ｝，

式中：｛狓｝，｛狓Ｌ｝及｛狓Ｕ｝分别为设计变量及其上下

界；｛狕｝为环境变量；犳（｛狓｝，｛狕｝，狋）为目标函数，犵犼

（｛狓｝，｛狕｝，狋），（犼＝１，２，…，犿）为犿个约束函数。其

中环境变量｛狕｝为在某一小区间随机变化的随

机量［１０］。

在动力响应优化中，时间变量的出现增加了问

题的复杂性，如何处理时间变量是动力响应优化与

静力优化的关键区别之处。主要有两种方法处理时

间变量，一种是通过对时间的积分使目标函数和约

束条件中不含时间，另一种方法是取动力响应时间

历程中目标函数和约束函数的最大值，从而在优化

模型中消除时间变量。于是消除时间变量后的动力

响应鲁棒优化问题可变为如下的数学模型：

ｍｉｎ　犉（｛狓｝，｛狕｝）

ｓ．ｔ．犌犼（｛狓｝，｛狕｝）≤０　（犼＝１，２，…，犿），（２）

｛狓Ｌ｝≤ ｛狓｝≤ ｛狓Ｕ｝。

　　鲁棒设计同时强调目标函数的鲁棒性和约束函

数的鲁棒性。如果目标函数对各种环境变量的波动

变化不敏感，则称目标函数具有鲁棒性［１１１３］。如果

设计变量波动变化而名义约束边界仍在可行域内，

则称约束函数具有鲁棒性［５］。在鲁棒优化设计中，

目标函数的鲁棒性与约束函数的鲁棒性都应该考

虑。对于目标函数犉（｛狓｝，｛狕｝），其均值μ犉 与标准

差σ犉 可以通过一阶泰勒级数展开来近似表达为
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μ犉 ＝犉（｛狓｝，｛μ狕｝），

σ犉 ＝ 
犓

犻＝１

犉

狕［ ］
犻

２

σ
２
狕槡 犻

烍

烌

烎
，

（３）

式中：犓表示环境变量｛狕｝的总个数；｛μ狕｝表示环境变

量｛狕｝的均值；σ狕犻表示第犻个环境变量狕犻的标准差。

对于约束条件，由于环境变量的随机变化，只能

以某种概率要求约束条件被满足。通常随机变量落

在其均值附近的 ３ 倍标准差范围的概率大于

９９％
［１４］。因此我们可以将含随机环境变量的约束条

件改为如下形式的近似式：

犌犼（｛狓｝，｛μ狕｝）＋３σ犌犼 ≤０（犼＝１，２，…，犿）。（４）

式中σ犌
犼
为第犼个约束函数的标准差，可近似由下式

计算：

σ犌
犼
＝ 

犓

犻＝１

（犌犼
狕犻
（｛狓｝，｛μ狕｝）σ狕槡 犻

）２

（犼＝１，２，…，犿）。 （５）

　　因此，对于一般的结构动力响应鲁棒优化问题

可以描述成双目标优化问题：

ｍｉｎ　［μ犉，σ犉］

ｓ．ｔ．　犌犼（｛狓｝，｛μ狕｝）＋３σ犌犼 ≤０

（犼＝１，２，…，犿）， （６）

｛狓Ｌ｝≤ ｛狓｝≤ ｛狓Ｕ｝。

　　当系统能得到目标函数犳（｛狓｝，｛狕｝，狋）和约束

条件犵（｛狓｝，｛狕｝，狋）关于环境变量｛狕｝的显式表达式

时，目标函数和约束条件的均值和标准差的计算就

变得容易，否则只能采用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法进行数

值模拟计算。但是，大多数的系统难以得到目标函数

和约束条件关于环境变量的显函数，只能采用近似的

方法得到，其中摄动有限元方法是一种可取的手段。

１．４　小参数摄动方法

若系统不能得到目标函数犳（｛狓｝，｛狕），狋）和约

束函数犵（｛狓｝，｛狕｝，狋）的显函数，可采用小参数摄动

的方法，将目标函数和约束函数表示成环境变量的

近似函数关系式。环境变量｛狕｝可表示为：

狕犻＝狕犻０（１＋ε犻）　（犻＝１，２，…，犓）， （７）

式中：ε犻为小参数量，｛狕犻０｝为环境变量的均值，ε犻 表

示了环境参数的不确定性。则系统的目标函数和约

束函数当采用一阶近似时可表示如下式（８）、（９）：

犳（｛狓｝，｛狕｝，狋）＝犳（｛狓｝，｛狕０｝，狋）０＋


犓

犻＝１

犳（｛狓｝，｛狕０｝，狋）１ε犻， （８）

犵（｛狓｝，｛狕｝，狋）＝犵（｛狓｝，｛狕０｝，狋）０＋


犓

犻＝１

犵（｛狓｝，｛狕０｝，狋）１ε犻， （９）

式中：｛狕０｝为环境变量｛狕｝的均值，犳（｛狓｝，｛狕０｝，狋）０，

犵（｛狓｝，｛狕０｝，狋）０ 是对应环境变量取均值的部分，

犳（｛狓｝，｛狕０｝，狋）１，犵（｛狓｝，｛狕０｝，狋）１ 是其一次项的系

数。当结构采用有限单元法时，可应用摄动有限元

法进行计算，其中动力响应采用Ｎｅｗｍａｒｋ方法
［１５］，通

过比较ε
犻
同次幂系数可以求解出犳（｛狓｝，｛狕０｝，狋）０，

犵（｛狓｝，｛狕０｝，狋）０，犳（｛狓｝，｛狕０｝，狋）１，犵（｛狓｝，｛狕０｝，狋）１，

从而得到目标函数犳（｛狓｝，｛狕｝，狋）０ 和约束函数

犵（｛狓｝，｛狕｝，狋）０ 关于环境变量的小参数ε犻 的表达

式。为节省篇幅，具体的公式推导这里就不给出了。

２　应用实例

２．１　门形框架的优化设计

一个由３根圆杆构成的门形框架（如图２）。其

中构件长度犔１＝犔３＝３ｍ，犔２＝４ｍ，材料密度ρ＝

７８００ｋｇ／ｍ
３。考虑系统立柱和横梁的弹性模量犈

在一小范围内波动，目的是设计出一组合理的框架

圆杆直径犱１，犱２和犱３，使得框架（如图３）的１６号节点

在集中力犉（狋）＝［１２００ｓｉｎ（８０狋）＋１２００ｓｉｎ（０．８狋）］Ｎ

的作用下，位移响应的时间平均值最小，并与传统优

化结果进行对比。

图２　框架几何模型

图３　框架有限元模型

２．１．１　传统确定性的优化设计

用传统的确定性优化设计方法对这个门形框架

模型进行设计，不考虑门形框架的立柱和横梁的弹

性模量波动，取弹性模量为定值犈＝２１０ＧＰａ，使

１６号节点的位移响应时间平均值最小，其中各杆直

径的上下限如下：

４ｍｍ≤犱１ ≤５０ｍｍ，

４ｍｍ≤犱２ ≤８０ｍｍ，

４ｍｍ≤犱３ ≤５０ｍｍ （１０）
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　　采用传统的确定性优化方法
［６］使用 Ｍａｔｌａｂ进行

编程计算得到优化结果为［犱１，犱２，犱３］＝［７．９，３２．８，

７．９］ｍｍ，第１６号节点最大振幅犃＝２５７．２ｍｍ。

２．１．２　鲁棒优化设计

采用鲁棒优化对这个门型框架进行设计，并考

虑门形框架的立柱和横梁的弹性模量犈在２１０ＧＰａ

周围存在小范围波动，用数学式表达为

［犈］＝ ［犈０］＋ε［犈０］， （１１）

式中：ε是服从正态分布的随机小参数，其均值με＝

０，标准差σε＝０．０３，根据概率理论的３σ原则，ε至

少有９９．８６５％概率分布在［－０．１，０．１］范围内。

由小参数摄动法有限元法，第１６号节点竖向位

移可以表示成：

｛狌１６｝狋＝ ｛狌１６｝０狋＋ε｛狌１６｝１狋。 （１２）

　　其位移响应关于时间平均后的均值和方差为：

μ＝

犖

犾＝１

｛狌１６｝０狋

犖
， （１３）

σ＝ （

犖

犾＝１

｛狌１６｝０狋

犖
）２×σε槡

２。 （１４）

　　系统总质量：

犿＝ρ（犔１π×犱１
２／４＋犔２π×犱２

２／４＋

犔３π×犱３
２／４）。

（１５）

　　要使系统的鲁棒性最好，则要求１６号节点在整

个时间段的位移响应平均值和方差都取最小值。考

虑工程经济性，同时要求系统的质量不大于传统优

化的所得质量犿０。因此，门形框架的鲁棒优化设计

可以表示成下面的表达式：

ｍｉｎ　［μ，σ］

ｓ．ｔ．犔１犱１
２
＋犔２犱２

２
＋犔３犱３

２
≤４犿０／πρ，（１６）

４ｍｍ≤犱１ ≤５０ｍｍ，

４ｍｍ≤犱２ ≤８０ｍｍ，

４ｍｍ≤犱３ ≤５０ｍｍ。

　　通过对式（１３）、（１４）两个函数分别进行单目标

优化，可以得到理想的设计点（绝对最优解）［μ
，

σ
］，然后根据目标的相对重要程度赋予权系数，因

此，该两目标鲁棒优化问题通过加权系数法，其目标

函数可以转化为：

犌＝αμ

μ
 ＋β

σ

σ

。 （１７）

　　加权系数α，β∈［０，１］是体现这两个目标函数重

要性的参数。笔者折中考虑第１６号节点位移均值、

标准差的重要性，取α＝β＝０．５。通过最小化目标函

数犌 便可以得到满意的鲁棒优化设计解。通过

Ｍａｔｌａｂ软件编程计算，得到鲁棒优化设计结果：

［犱１，犱２，犱３］＝［８．８，３１．６，８．８］ｍｍ。第１６号节点最

大振幅犃＝２５９．３ｍｍ。

２．２　与传统的优化设计结果的比较

不妨假设框架立柱和横梁的弹性模量犈 发生

ε犈＝±２０ＧＰａ的波动，现在对比鲁棒优化设计结果

和传统优化设计结果（见表１和图４）。

表１　鲁棒优化设计结果与传统优化设计结果比较

参数／ＧＰａ

传统优化

设计结果

／ｍｍ

鲁棒优化

设计结果

／ｍｍ

Δε犈＝－２０ 犃１６ ２７３．２ ２７１．５

Δε犈＝－１０ 犃１６ ２６５．６ ２６５．５

Δε犈＝０ 犃１６ ２５７．４ ２５９．３

Δε犈＝＋１０ 犃１６ ２５１．６ ２５１．２

Δε犈＝＋２０ 犃１６ ２４４．３ ２４２．１

图４　传统优化结果与鲁棒优化结果对比图

当弹性模量犈不发生波动时，传统优化设计方法得

到的优化结果要优于鲁棒优化设计结果，但当弹性

模量犈发生１０ＧＰａ的波动时，两种优化结果中的

１６节点处的最大位移犃１６差距不大，而当犈发生波

动２０ＧＰａ时，传统优化设计方法得到的结果比鲁棒

优化设计结果要差。

在实际工程应用中，由于时间，气候，环境等原

因，不可避免的发生弹性模量的波动，为使结构不因

弹性模量的波动破坏，采用鲁棒优化设计的框架能比

传统优化设计的框架具有更好的性能，更安全可靠。

４　结　语

在结构动力学问题中进行鲁棒优化设计，用摄

动有限元法处理系统的小参数波动，Ｎｅｗｍａｒｋ方法

做时程计算，通过一个任意随时间变化的振动荷载

作用的框架模型，对系统的鲁棒性进行了优化设计。

与传统的优化设计结果比较，由于鲁棒设计考虑了

结构系统中不确定因素对系统的影响，得到的设计

结果更加可靠，具有更稳定的性能。动力响应的鲁

棒优化设计将在工程领域中具有广泛的应用前景。

本框架设计过程中，设计解的精度依赖于对时

间步长的取值。时间步长越小，其解越精确。但是

时间步长取值比较小时，将造成计算资源的浪费，增
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大求解时间，特别是当系统自由度大时这个问题将

更为突出，所以在求解时采取适当的时间步长至关

重要，且有必要进一步研究其它更有效的方法。

另外有些系统的动力响应受不确定因素的影响

较小，其鲁棒设计解与最优设计解得到的结果比较

接近，这是由系统本身特性决定的，这种情况下，鲁

棒优化设计方法的优势并不明显。
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