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摘　要：为研究双轴受压反对称角铺设复合材料层压板的后屈曲和模态跳迁性能，由渐近修正

几何非线性理论推导其双耦合四阶控制偏微分方程（即协调方程和动态控制方程）；通过采用广义

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法将层合板的耦合非线性控制偏微分方程转换为系列非线性常微分方程组；然后，采用

解的延拓方法软件对层合板的后屈曲行为进行分析，确定面内直边边界下层合板出现屈曲模态跃

迁的路径和临界载荷。通过对四层简支复合层合板算例计算表明：该方法数值结果与有限元分析

（ＦＥＡ）相比，在主后屈曲区域有很好的吻合性；而当解接近第２分岔点时，有限元分析失去收敛性，

而所提分析方法仍具有深入探索二次分岔后屈曲区域和准确捕捉模态跃迁现象的能力。
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　　复合材料层合板受面内压缩荷载作用发生屈曲

后，由于有边界约束作用，仍具有很大的承载能力，

充分利用这个特点对提高抗屈曲破坏能力、改进结

构设计具有重 要的经 济效益和现实意义。受

Ｓｔｅｉｎ
［１］在均匀受压多层铝板试验中第一次观察到

屈曲模态突然动态变化的启发，许多学者一直致力

于研究各向同性板／壳二次稳定性和模式跳跃现象。

Ｓｔｏｌｌ
［２］将精选的振型分析结果与Ｓｔｅｉｎ的实验数据

进行了对比分析，但未对该方法的限制条件进行充

分研究；Ｅｖｅｒａｌｌ
［３４］将特定长宽比得到的结果扩展到

一定长度范围的板中，并使用参数空间研究了板在

特定边界条件下的屈曲模态跃迁；Ｎａｃｈｉｋｅｔａ
［５］采用

远离主后屈曲平衡的猜测解作为计算跃迁分支的出

发点，解收敛后再采用标准路径跟踪法找到跃迁路

径；Ｒｉｋｓ
［６］使用准静态路径跟踪方法追踪稳定主屈

曲分支直至第２分岔点，并用阶跃瞬态响应分析找

到远程跃迁路径，但当荷载与板变形耦合时可能会

产生伪收敛问题；Ｃｈｅｎ
［７］用渐近有限元法和准静态

法分析了局部后屈曲性能和模态跃迁的全局性能；

Ｊｅｎｓｅｎ
［８］和Ｏｒｉｆｉｃｉ

［９］研究了复合结构在试验中出现

的模态跃迁；陈伟等［１０］基于 ＡＢＡＱＵＳ软件分析平

台 ，采用非线性有限元法研究了横向载荷作用下复

合材料双曲率壳的屈曲和后屈曲行为。但在相应的

数值对比研究中，仅文献［５］中的数值方法能成功预

测模态跃迁现象。最近德国航空航天中心（ＤＬＲ）对

由４片叶片加劲的弧形复合面板后屈曲区域进行加

载试验，试验中发现在第３分岔点出现模态跃迁；与

此相反，各种商业有限元软件即使是进行全模态模

拟也未能预测到这种明显的现象，这表明数值分析

的困难仍来自于深入后屈曲区域载荷产生的巨大几

何非线性和缺乏有效的分支转换算法。

文中采用严谨的数学方法———变分渐近法［１１］、

渐近修正几何非线性理论和广义Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法求解

反对称角铺设层合板在面内直边边界条件下的后屈

曲解析解，构建相对简单、便于实际应用的层合板后

屈曲响应和模态跃迁分析计算方法，以解决复合材

料层合板各向异性、非线性带来结构复杂性的关键

技术问题，为今后复合材料层合板进一步研究与应

用提供新的思路和理论依据。

１　渐近修正几何非线性理论

三维板动态分析的Ｈａｍｉｌｔｏｎ扩展原理可写为

∫
狋
２

狋
１∫狏
［δ（犓－犝）＋δ犠］ｄ狏ｄ狋＝δ犃， （１）

式中：δ为变分符号；狏是未变形体积；狋１，狋２ 是任意

两固定时刻；犓，犝 分别为动能和应变能密度；δ犠 为

载荷虚功；δ犃为边界虚拟作用；最后２项上的横线

表示不需对泛函变分。为绕开繁琐的三维公式计

算，基于变分渐近法利用如下２个板结构固有小参

数对变分量进行渐近扩展以达到降维目的。

犺／犫１，　　犺／犮狋犮１， （２）

式中：犺，犫分别表示板的厚度和长度；狋犮 为位移随时

间变化的特征尺度；犮为板平面内的最小波速。第１

个小参数表征板的几何特性，第２个小参数表征只

考虑低频振动。

取板中面为参考面，由三维板渐近降维为二维

板的 具 体 过 程 参 见 文 献 ［１２］。降 维 模 型 的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ扩展原理可改写为

∫
狋
２

狋
１∫Ω

［δ（犓２犇 －犝２犇）＋δ犠２犇］ｄΩｄ狋＝δ犃２犇，（３）

式中：Ω表示参考面域；δ犠２犇，δ犃２犇分别表示二维板

载荷虚功和边界虚拟作用；犓２犇，犝２犇表示二维板单

位面积的动能和应变能，其值为

犓２犇 ＝ μ
３

犻＝１

犝
·
２（ ）犻 ／２， （４）

犝２犇 ＝
１

２｛｝
ε

κ

Ｔ 犃 犅

犅Ｔ［ ］犇 ｛｝
ε

κ
， （５）

式中：μ为单位面积质量；犝犻 为参考面上沿狓犻 轴的

位移（下标犻代表１、２、３；希腊字母下标α，β代表１、

２，下同）；位移上的点表示对时间导数；犃，犅，犇分别

为面内、耦合和弯曲刚度矩阵，其表达形式与古典层

合 理 论 相 应 矩 阵 一 致，见 文 献 ［１３］；

ε＝ ε１１ ２ε１２ ε［ ］２２
Ｔ 为 平 面 应 变 列 阵；

κ＝ κ１１ ２κ１２ κ［ ］２２
Ｔ 为初始曲率列阵。

由式（５）可定义板上力和力矩合力为

｛ ｝
犖

犕
＝

犃 犅

犅Ｔ［ ］犇 ｛｝
ε

κ
， （６）

式中：犖＝ 犖１１ 犖１２ 犖［ ］２２
Ｔ 为每单位长度的平面

力矢量列阵；犕＝ 犕１１ 犕１２ 犕［ ］２２
Ｔ 为每单位长度

的弯矩矢量。

沿板边界曲线Γ外法线方向的合力和合力矩定

义为犖
∧

狏狏，犕
∧

狏狏，沿切线方向的合力和合力矩定义为

犖
∧

狏τ，犕
∧

狏τ，沿参考面法向的合力定义为 犖
∧

狏３。体积

力、表面力和边界虚拟作用所作的虚功可分别表

示为

δ犠２犇 ＝δ犝犻犳犻＋δψα犿α， （７）

δ犃２犇 ＝－∫
狋
２

狋
１∫Γ
（犖
∧

狏狏δ犝狏＋犖
∧

狏τδ犝τ＋犖
∧

狏３δ犝３＋

犕
∧

狏狏δψ狏＋犕
∧

狏τδψτ）ｄΓｄ狋＝０， （８）
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式中：沿狓犻方向的力犳犻和力矩犿α 可由体积力和表

面力计算得到；δψα＝－δ犝３，α为虚拟旋转；δ犝狏，δ犝τ，

δψ狏，δψτ可由犝α，δψα 通过简单转换计算得到。

与各向同性板ｖｏｎｋáｍáｎ理论所做假设类似，

可认为应变相对于旋转很小，板应变表达式为

ε１１ ＝犝１，１＋
１

２
犝２３，１，２ε１２ ＝犝１，２＋犝２，１＋犝３，１犝３，２，

ε２２ ＝犝２，２＋
１

２
犝２３，２，κ１１ ＝－犝３，１１，

κ１２ ＝－犝３，１２，κ２２ ＝－犝３，２２， （９）

式中：（　），α＝
（　）

狓α
，（　），αβ＝

（　）

狓α狓β
，下同；

借助这些表达式，可推导出式（３）的运动方程为

犖１１，１＋犖１２，１＋犳１＝μ犝
··

１

犖１２，１＋犖２２，１＋犳１＝μ犝
··

２

犕１１，１１＋２犕１２，１２＋犕２２，２２＋犖３＋犳３＋犿１，１＋犿２，２＝μ犝
··

烍

烌

烎３

，

（１０）

式中：

犖３ ＝（犖１１犝３，１＋犖１２犝３，２）１＋（犖１２犝３，１＋犖２２犝３，２）２。

（１１）

　　与边界条件相关的力和力矩可定义为

犖
∧

狏狏 ＝狀
２
１犖１１＋２狀１狀２犖１２＋狀

２
２犖２２

犖
∧

狏τ ＝狀１狀２（犖２２－犖１１）＋（狀
２
１－狀

２
２）犖１２

犖
∧

狏３＋犕
∧

狏τ，τ＝（犖１１犝３，１＋犖１２犝３，２＋犕１１，１＋犕１２，２）狀１＋

　　（犖１２犝３，１＋犖２２犝３，２＋犕１２，１＋犕２２，２）狀２＋

　　犿１狀１＋犿２狀２＋犕狏τ，τ

犕
∧

狏狏 ＝犕

烍

烌

烎狏狏

，

（１２）

式中：狀１＝ｃｏｓφ，狀２＝ｓｉｎφ，φ为边界外法线与狓１ 轴

的夹角；

犕狏狏 ＝狀
２
１犕１１＋２狀２狀１犕１２＋狀

２
２犕２２，

犕狏τ ＝狀１狀２（犕２２－犕１１）＋（狀
２
１－狀

２
２）犕

烍
烌

烎１２
。

（１３）

２　面内直边边界下后屈曲解析解

考虑图１所示双轴受压（犖
∧

１１，犖
∧

２２）的四边简支

反对称角铺设简支矩形层合板，长×宽＝犪×犫，厚为

犺。无面内分布载荷和弯矩，犳１＝犳２＝犿１＝犿２＝０。

面内加速度犝
··

１，犝
··

２ 与犝
··

３ 相比可忽略不计。限于

篇幅，仅推导面内直边边界下的反对称角铺设层合

板的后屈曲解析解。由推导过程可知，实际上提供

了一种通用的后屈曲解析方法，可很容易地扩展到

其它面内／面外边界条件和任意铺层布置的层合板

后屈曲分析中。

图１　简支矩形层合板模型

２．１　控制偏微分方程

式（６）复合层合板本构方程的半逆式为

ε

｛ ｝犕 ＝
犃 犅

犎 犇［ ］
犖

｛ ｝κ ， （１４）

式中：犃 ＝犃－１，犅 ＝－犃－１犅，犎 ＝－犅Ｔ犃－１，

犇＝犇－犅Ｔ犃－１犅。

引入Ａｉｒｙ应力函数

犖１１ ＝犉２２，犖１２ ＝－犉１２，犖２２ ＝犉１１。 （１５）

　　由式（９）前３个方程可得到层合板ｖｏｎｋáｍáｎ

协调方程为

犃２２犉１１１１＋（２犃

１２＋犃


６６）犉１１２２＋犃


１１犉２２２２－２犃


１６犉１２２２－

　　２犃

２６犉１１２２ ＝犝

２
３，１２－犝３，１１犝３，２２＋犅


２１犝３，１１１１＋

（犅
１１－２犅


６６＋犅


２２）犝３，１１２２＋犅


１２犝３，２２２２＋

（２犅
２６－犅


６１）犝３，１１１２＋（２犅


１６－犅


６２）犝３，１２２２。（１６）

　　根据所作假设，Ａｉｒｙ应力函数自动满足式（１０）

前２个运动方程。式（１０）的最后一个方程可改写为

μ犝
··

３＋犇

１１犝３，１１１１＋２（犇


１２＋２犇


６６）犝３，１１２２＋犇


２２犝３，２２２２＋

　　４犇

１６犝３，１１１２＋４犇


２６犝３，１２２２＋犅


２１犉１１１１＋

（犅
１１－２犅


６６＋犅


２２）犉１１２２＋犅


１２犉２２２２＋

（２犅
２６－犅


１６）犉１１１２＋（２犅


１６－犅


６２）犉１２２２ ＝

犳３＋犉２２犝３，１１－２犉１２犝３，１２＋犉１１犝３，２２。（１７）

　　上述偏微分方程中因系数阶数大小的差异可能

会在通过分岔点跟踪后屈曲路径时产生不收敛问

题，可通过引入如下无量纲量以使方程系数缩放为

同一阶数，同时保存各自的物理属性。

槇狓α＝狓α／犪，
槇
犝３ ＝犝３／ 犃２２犇


槡 １１，狉＝犫／犪，

槇
犉＝犉／犇

１１，

槇
犳３ ＝犪

４
犳３／（犇


１１ 犇

１１犃


槡 ２２），

槇

狋＝狋 犇
１１／犪

４
槡 μ，（　）″＝

２（　）／
槇

狋２，

槇
犃＝ （１／犃

２２）犃
，
槇
犅＝ （１／ 犃

２２犇


槡 １１）犅
，
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槇
犇＝ （１／犇

１１）犇
， （１８）

式中，狉为板的长宽比。

式（１６）协调方程和式（１７）控制方程可由上述无

量纲量表示为

槇
犃２２

槇
犉槇１１１１＋（２

槇
犃１２＋

槇
犃６６）

槇
犉槇１１２２＋

槇
犃１１

槇
犉槇２２２２－

２
槇
犃２６

槇
犉槇１１１２－２

槇
犃１６

槇
犉槇１２２２ ＝

槇
犝２３，槇１２－

槇
犝３，槇１１

槇
犝３，槇２２＋

槇
犅２１

槇
犝３，槇１１１１＋（

槇
犅１１－

槇

２６６＋
槇
犅２２）

槇
犝３，槇１１２２＋

槇
犅１２

槇
犝３，槇２２２２＋（２

槇
犅２６－

槇
犅６１）

槇
犝３，槇１１１２＋（２

槇
犅１６－

槇
犅６２）

槇
犝３，槇１２２２，

（１９）

槇
犝″３＋

槇
犇１１

槇
犝３，槇１１１１＋２（

槇
犇１２＋２

槇
犇６６）

槇
犝３，槇１１２２＋

槇
犇２２

槇
犝３， 槇

２２２２＋４
槇
犇１６犝３，槇１１１２＋４

槇
犇２６

槇
犝３，槇１２２２＋

槇
犅２１

槇
犉槇１１１１＋（

槇
犅１１－２

槇
犅６６＋

槇
犅２２）

槇
犉槇１１２２＋

槇
犅１２

槇
犉槇２２２２＋（２

槇
犅２６－

槇
犅１６）

槇
犉槇１１１２＋（２

槇
犅１６－

槇
犅６２）

槇
犉槇１２２２

＝
槇
犳３＋

槇
犉槇２２

槇
犝３，槇１１－２

槇
犉槇１２

槇
犝３，槇１２＋

槇
犉槇１１

槇
犝３，槇２２。（２０）

２．２　边界条件

为便于描述，将沿板边界作用的面内力 犖
∧

１１，

犖
∧

２２分为２部分：均布力犖１１，犖２２和变化力犉狆２２（狓１，

狓２），犉狆２２（狓１，狓２），即

犖
∧

１１ ＝犖１１＋犉
狆
２２（狓１，狓２），犖

∧

２２ ＝犖２２＋犉
狆
１１（狓１，狓２）。

（２１）

　　对具有单位长度和宽度狉的面内直边边界条件

（端部收缩量为常数）可定义为

狓１ ＝０，１：犝３ ＝犖
∧

１２ ＝犕
∧

１１ ＝０，犝１ ＝ｃｏｎｓｔａｎｔ

狓２ ＝０，狉：犝３ ＝犖
∧

１２ ＝犕
∧

２２ ＝０，犝２ ＝
烍
烌

烎ｃｏｎｓｔａｎｔ

。

（２２）

２．３　转换为非线性常微分方程

至此，将非线性分析转化为边界条件式（２２）下

双耦合偏微分方程式（１９）和（２０）的求解问题。对于

反对称角铺设层合板，考虑各铺层倾角相对于板参

考面的反对称性，
槇
犃，

槇
犅，

槇
犇 中的一些元素始终为零，

式（１９）和（２０）协调方程和控制方程可简化为（为便

于表述，随后公式推导中除
槇
犃，

槇
犅，

槇
犇 外，其余无量纲

量去掉其上的波浪号）：

槇
犃２２犉１１１１＋（２

槇
犃１２＋

槇
犃６６）犉１１２２＋

槇
犃１１犉２２２２ ＝

　犝
２
３，１２－犝３，１１犝３，２２＋（２

槇
犅２６－

槇
犅６１）犝３，１１１２＋

（２
槇
犅１６－

槇
犅６２）犝３，１２２２， （２３）

槇
犝″３＋

槇
犇１１犝３，１１１１＋２（

槇
犇１２＋２

槇
犇６６）犝３，１１２２＋

槇
犇２２犝３，２２２２＋（２

槇
犅２６－

槇
犅１６）犉１１１２＋

（２
槇
犅１６－

槇
犅６２）犉１２２２ ＝

犳３＋犉２２犝３，１１－２犉１２犝３，１２＋犉１１犝３，２２。 （２４）

式中，面外挠度犝３ 可用双Ｆｏｕｒｉｅｒ级数表示为

犝３ ＝
犽，犾

犠犽犾ｓｉｎ（犽π狓１）ｓｉｎ（犾π狓２／狉）， （２５）

式中：犠犽犾表示沿纵向和横向犽，犾个半波长的屈曲模

态振幅；犽，犾为奇数时表示对称模态；犽，犾为偶数时

表示反对称模态。

首先求解协调方程。参照式（２１）的形式，可设

式（２３）的解由齐次解犉犺（狓１，狓２）和特解犉狆（狓１，狓２）

组成

犉（狓１，狓２）＝犉
犺（狓１，狓２）＋犉狆（狓１，狓２）， （２６）

式中：犉犺（狓１，狓２）＝－（犖１１狓
２
２＋犖２２狓

２
１）／２。 （２７）

将式（２６）代入式（２３），进行代数和微积分运算，

可得到协调方程的特解为

犉狆（狓１，狓２）＝ （狉
２／４）

犽，犾，犿，狀

犠犽犾犠犿狀犛
Ｔ
１狓犆犽犾犿狀犛１狔＋


犽，犾

犠犽犾犮５犽犾ｃｏｓ（犽π狓１）ｃｏｓ（犾π狓２／狉）， （２８）

式中：矩阵犛１狓，犛１狔，犆犽犾犿狀和系数犮５犽犾与沿狓１，狓２ 方向

犽，犾个半波长屈曲模态振幅有关。

其次，求解动态控制方程。通过如下加权函数

φ狆狇（狓１，狓２）形式的Ｇａｌｅｒｋｉｎ程序可将式（２４）转换为

对振幅犠犽犾的系列非线性常微分方程

φ狆狇（狓１，狓２）＝ｓｉｎ（狆π狓１）ｓｉｎ（狇π狓２／狉）。 （２９）

令

犳狌 ＝
槇
犇１１犝３，１１１１＋２（

槇
犇１２＋２

槇
犇６６）犝３，１１２２＋

槇
犇２２犝３，２２２２，

犳犉 ＝ （２
槇
犅２６－

槇
犅６１）犉１１１２＋（２

槇
犅１６－

槇
犅６２）犉１２２２，

犳犉狌 ＝犉２２犝３，１１－２犉１２犝３，１２＋犉１１犝３，２２。 （３０）

并定义任意两函数犳（狓１，狓２），犵（狓１，狓２）的内积为

［犳（狓１，狓２），犵（狓１，狓２）］＝

∫
犪

０∫
犫

０
犳（狓１，狓２）犵（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２。 （３１）

可将式（２４）动态控制方程转化为

［犝″３，φ狆狇］＋［犳狌，φ狆狇］＋［犳犉，φ狆狇］＝

［犳３，φ狆狇］＋［犳犉狌，φ狆狇］。 （３２）

　　将式（２５）～（２８）中犝３，犉的表达式代入上式，

进行线性代数运算可将式（２３）和式（２４）双耦合偏微

分方程转换为紧凑的、由相应屈曲模态振幅表示的

系列非线性常微分方程
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犠″狆狇＋
π（ ）狉

４

｛［
槇
犇１１（狆狉）

４
＋２（

槇
犇１２＋

槇

２６６）（狉狆狇）
２
＋

　
槇
犇２２狇

４］｝－犮５狆狇狉狆狇［（２
槇
犅２６－

槇
犅６１）（狆狉）

２
＋（２

槇
犅１６－

槇
犅６２）狇

２］－（狉／π）
２［犖１１（狆狉）

２
＋犖２２狇

２］犠狆狇 ＝

（４／狉）［犳３，φ狆狇］＋（π
４／狉２）

犽，犾，犿，狀

犠犽犾犠犿狀犞
犜
１狓（狉犔１＋

犮５犿狀犌１）犞１狔＋（π
４／４）

犻，犼，犽，犾，犿，狀

犠犻犼犠犽犾犠犿狀犞
犜
２狓犈犞２狔，

（３３）

式中：矢量犞１狓，犞１狔，犞２狓，犞２狔和矩阵犞１，犞１，犞１１，犞１２，

犞的计算参见附录。

２．４　屈曲和后屈曲分析

对于无前屈曲变形的反对称角铺设层合板，单

轴压缩（犖
∧

２２＝０）的线性屈曲荷载可通过去除式（３３）

的动态项和非线性项得到：

犖１１犮狉 ＝
π
２

狆
２狉４
｛［
槇
犇１１（狆狉）

４
＋２（

槇
犇１２＋

２
槇
犇６６）（狆狇狉）

２
＋
槇
犇２２狇

４］｝－犮５狆狇（狆狇狉）［（２
槇
犅２６－

槇
犅１６）（狆狉）

２
＋（２

槇
犅１６－

槇
犅６２）狇

２］。 （３４）

　　为分析后屈曲性能，将式（３３）动力学方程的振

幅方程写为矩阵形式

犕犠
··

＋犓狑犠 ＝犳（犠，犖１１，犖２２）， （３５）

式中：犠 包含假设屈曲模态的振幅；犕，犓狑 表示相应

的质量和刚度矩阵；犳（犠，犖１１，犖２２）表示非线性项。

使用参数延续方法［１５］通过数值计算得到式（３５）

非线性常微分方程式中的稳态解。很明显，无量纲对

角质量矩阵犕＝犐是正定的，平衡路径的动态稳定由

刚度矩阵犓狑 的最小特征值决定，可通过刚度矩阵的

正定性确定稳定平衡路径。在此，使用延续程序包－

ＡＵＴＯ
［１５］跟踪平衡路径和记录分岔点。

３　算例

计算模型如图２所示，为反对称４铺层、单向均

压矩形层合板结构，各层倾角值为［６０°／－６０°／６０°／

－６０°］；四边简支，未承载边面内自由；板厚为犺＝

０．０１ｍ；长厚比犫／犺＝５０，长宽比狉＝犫／犪＝１．５。材

料为石墨／环氧复合材料，材料属性见表１。有限元

模型采用６０×４０个８节点ＡＮＳＹＳ／ＳＨＥＬＬ９９壳单

元进行模拟。

图２　四边简支角铺设层合板（未承载边面内自由）

表１　石墨／环氧复合材料属性

Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ／ＧＰａ

犈１ 犈２＝犈３ 犌１２＝犌１３ 犌２３

ν１２

ν１３
ν２３

ρ／

（ｋｇ·ｍ
－３）

１３７．９ ９．０ ７．２０ ６．２１ ０．３０．４９ １４５０

３．１　线性屈曲分析

采用文中方法计算的板前三阶线性屈曲荷载列

于表２，并与ＦＥＡ分析结果进行对比。由表２可看

出，所述方法计算结果与ＡＮＳＹＳ结果非常吻合，最

大误差不超过０．５１％。

表２　反对称角铺设层合板的线性屈曲荷载

屈曲荷载

槇
犖１１／（Ｎ·ｍ

－１）

文中方法

×１０６

ＡＮＳＹＳ方法

×１０６

屈曲

模态
误差／％

槇
犖１１犮狉１

１．４０２２ １．３８９８ （２，１）ａ ０．５１

槇
犖１１犮狉２

１．５１９０ １．４９９３ （３，１） ０．１９

槇
犖１１犮狉３

１．８４５８ １．８１２９ （４，１） ０．３４

注ａ：（犿，狀）表示模态为犃犿狀ｓｉｎ（犿π狓１）ｓｉｎ（狀π狓２／狉）．

３．２　非线性屈曲分析

由文献［１４］可知：各向同性板轴压下的屈曲模

态跃迁由线性屈曲模态的子模态交互产生。首先分

析层合板的线性屈曲，线性屈曲荷载随长宽比变化

曲线如图３所示。线性屈曲荷载随长宽比的增加而

增大，狉＝１．７处为复合屈曲点（最低两屈曲模态曲

线相交），最低屈曲模态由模态（２，１）变为（３，１）。进

一步研究发现狉＝１．７以下的最低６个屈曲模态为

（２，１）、（３，１）、（４，１）、（５，１）和（６，１），表明后屈曲性

能由沿狓１ 轴的若干半波和沿狓２ 轴的１个半波的模

态交互所决定。

图３　四边简支面内直边下角铺设层合板线性屈曲荷载

５１１第８期　　　　　　　　　　　钟轶峰，等：角铺设复合材料层合板的后屈曲和模态跃迁
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对由２７个独立模态（１，２，３，４，５，６，７，８，９）×

（１，２，３）构成的全模态进行非线性屈曲分析。板作

用一无量纲竖向均布压力
槇
犳３＝２９１．０１９４以模拟板

中心最大挠度为０．０２犺的初始缺陷。

图４为利用文中方法得到的（狓１，狓２）＝（０．７５，

０．５狉）点处稳态解分岔图和第２分岔点犃、犅及远程

稳定路径上点犆 的静态变形图式。由图４可看出，

板的主屈曲荷载为犖１１犫
１
＝１．００３犖１１犮狉１，与完善板的

主屈曲荷载非常接近。以该点为起点产生２条稳定

主后屈曲分支路径，并平滑变化至第２分岔点

（犖１１犫
２
＝２．７９５犖１１犮狉１），此时两主稳定后屈曲分支同

时失去稳定，板的屈曲模式产生急剧变化，表明产生

模态跃迁。

图４　面内直边边界下非完善板分岔图和特征点的静态变形

正如线性分析所预期的那样，沿两稳定主屈曲

分支的屈曲模式为沿狓１ 方向的２个半波和沿狓２ 方

向的１个半波。值得注意的是犃 点和犅 点静态变

形图式翻转可看出屈曲变形模式隐含对称，这意味

着沿２个分支的刚度矩阵存在一些内在联系。模态

跃迁表明沿狓１ 方向增加１个半波，这与Ｓｔｅｉｎ
［１］的

试验观察和各向同性板单轴压缩数值模拟结果一

致。由于模态跃迁前后屈曲模式相对狓１ 轴对称，可

仅通过相对狓１ 对称的模态（１，２，３，４，５，６，７，８，９）×

（１，３）甚至是（１，２，３，４，５，６）×（１）来定性捕捉模态

跃迁。而当解接近第２分岔点时，有限元分析失去

收敛性，无法预测二次分岔后屈曲模式和捕捉模态

跃迁现象。

４　结　论

１）通过采用广义Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法将层合板的耦合

非线性控制偏微分方程转换为系列非线性常微分方

程组；然后，采用解的延拓方法软件对层合板的后屈

曲行为进行分析，确定面内直边边界下层合板出现

屈曲模态跃迁的路径和临界载荷。该方法可进一步

扩展到其它面内／面外边界条件和任意铺层布置的

层合板后屈曲分析中。

２）通过数值算例计算表明：该方法与ＦＥＡ在主

后屈曲区域的数值计算结果有很好的吻合性。但当

解趋近第２分岔点时，ＦＥＡ会失去收敛性，文中提

出的分析方法可深入研究二次分岔后屈曲区域，并

可仅通过相对狓１ 对称的模态准确捕捉模态跃迁现

象和跃迁前后不同复杂程度的后屈曲模式。
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附录：犞１狓，犞２狓，犞２狓，犞２狔，犔１，犌１，犈１１，犈１２，犈的计算式

犞１狓＝
１／２，ｉｆ狆＝犽＋犿；ｅｌｓｅ０

±１／２，ｉｆ狆＝±（犽－犿）；｛ ｝ｅｌｓｅ０
，

犞１狔＝
１／２，ｉｆ狇＝犾＋狀；ｅｌｓｅ０

±１／２，ｉｆ狇＝±（犾－狀）；｛ ｝ｅｌｓｅ０

犔１＝（２
槇
犅２６－

槇
犅６１）狉

２

（犽＋犿）３（犾＋狀）犮１ （犽＋犿）３（犾－狀）犮２

（犽－犿）３（犾＋狀）犮３ （犽－犿）３（犾－狀）犮［ ］
４

＋

（２
槇
犅１６－

槇
犅６２）

（犽＋犿）（犾＋狀）３犮１ （犽＋犿）（犾－狀）３犮２

（犽－犿）（犾＋狀）３犮３ （犽－犿）（犾－狀）３犮［ ］
４

犞２狓＝

１／２，ｉｆ狆＝犻＋犽＋犿；ｅｌｓｅ０

±１／２，ｉｆ狆＝±（犻＋犽－犿）；ｅｌｓｅ０

±１／２，ｉｆ狆＝±（犻－犽－犿）；ｅｌｓｅ０

±１／２，ｉｆ狆＝±（犻－犽＋犿）；

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｅｌｓｅ０

，

犞２狔＝

１／２，ｉｆ狇＝犼＋犾＋狀；ｅｌｓｅ０

±１／２，ｉｆ狇＝±（犼＋犾－狀）；ｅｌｓｅ０

±１／２，ｉｆ狇＝±（犼－犾－狀）；ｅｌｓｅ０

±１／２，ｉｆ狇＝±（犼－犾＋狀）；

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｅｌｓｅ０

犌１＝
（犽狀－犾犿）２ （犽狀＋犾犿）２

（犽狀＋犾犿）２ （犽狀－犾犿）［ ］２ ，犈＝
犈１１ 犈１２

犈１２ 犈［ ］
１１

，ｗｉｔｈ

犈１１＝
（犽＋犿）犼－（犾＋狀）［ ］犻

２犮１ （犽＋犿）犼－（犾－狀）［ ］犻
２犮２

（犽－犿）犼－（犾＋狀）［ ］犻
２犮３ （犽－犿）犼－（犾－狀）［ ］犻

２犮［ ］
４

，

犈１２＝
（犽＋犿）犼＋（犾＋狀）［ ］犻

２犮１ （犽＋犿）犼＋（犾－狀）［ ］犻
２犮２

（犽－犿）犼＋（犾＋狀）［ ］犻
２犮３ （犽－犿）犼＋（犾－狀）［ ］犻

２犮［ ］
４

（编辑　陈移峰）
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