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摘　要：描述反应器内团块、粉粒或液滴内的传质都离不开扩散方程。获得工程上可利用的扩

散方程的近似解，既是实践需要，也是理论发展方向之一。在给出对有限长度区间内扩散方程进行

稳态近似法处理过程的同时，将动力学中常用的浓度随时间不变的稳态假设发展为浓度变化率随

时间不变的稳态假设，继而获得了一具体扩散问题的近似分析解。稳态近似法获得的结果和精确

解随时间变化是同步的；近似解与接近最终稳态的情形吻合程度好，与远离最终稳态的情形吻合程

度稍差些；稳态近似法获得的结果基本上满足总体质量守恒。
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　　冶金工程领域有许多过程涉及一维扩散。钢液

精炼时，喷入钢液中粉粒内的传质［１］；确定对流传质

系数时，涉及的边界层层流底层内的扩散或相界面

两侧膜内扩散［１］；扩散系数的实验确定涉及的扩散

实验［２］等。这些例子涉及的扩散是分子扩散，扩散

方程中的扩散系数犇 是分子扩散系数。几种扩散

机理同时作用形成的物质浓度的变化仍可用扩散方

程描述，但方程中扩散系数应换为有效扩散系数

犇犲。冶金中涉及一维有效扩散的例子有：气体和致

密的铁块矿反应时，气体通过固相产物层的扩

散［１２］；气体和多孔的铁矿球团反应时，气体通过球

团内部多孔固体的扩散［１，３９］。

上述举例中，扩散方程都是在有限长度区间［犪，

犫］应用的，因为扩散发生在粉粒内、矿块中、球团内、

层流底层中。铁矿团块内的传质、喷入钢液内每个

粉粒内的传质等过程涉及的一维扩散方程都是在比

装置更小的尺度上描述反应器内传质问题。从反应

器尺度研究问题时，这些传质问题可以看作发生在

装置内某位置。当对整个反应器内流动与混合、热

和质量传输、化学反应等进行综合数值模拟研究的

时候，一般要求装置内更小尺度上的传质速率、反应

速率等最好有明确的数学分析式［１０１４］。若装置内各

个更小尺度上的（或者说某位置上的）传质速率等也

需像整个装置的传输问题处理一样，采用数值的方

法迭代计算，这样势必增大问题的复杂性，降低处理

问题的效率。因此，装置内更小尺度上的速率问题

基本上应该沿有明确分析结果的方向来研究。

但菲克扩散方程在无限长度区间［０，∞］或

［－∞，∞］里有分析解（误差函数解
［１，２，１５１６］或高斯

解［２］），在［犪，犫］这样有限长度的区间里，它们都没有

除了无穷级数［１，２，１５１６］解之外的分析解。无穷级数

解利用起来不方便［１５］，一般结合线图使用且最终利

用结果也是近似值；由于对质量守恒原理、扩散物理

本质体现地不明显、不直接，导出误差解、高斯解和

级数解等所用的分离变量等纯数学方法工程上很少

应用。因此，直接基于物质守恒原理、菲克扩散定律

等，利用一定的过程，获得工程上可利用的非稳态扩

散方程的近似分析解，兼有理论意义和实践意义。

它还可避免对误差函数解的依赖，即要获得物质由

此位置经有限距离向彼位置扩散过程的解时，可以

避免将彼位置处理在无穷远处。

适应一维扩散方程在工程研究和实践中应用的

前述发展方向，笔者将基于稳态近似法获得定义在

［０，犾］上非稳态扩散方程的近似分析解，并将分析解

和有足够精确度的数值解做了对比，获得了较满意

的结果。

１　处理动力学问题的稳态近似法

笔者工作获得的近似解是基于稳态近似法。它

是处理连串反应动力学问题的一种方法［１７］。对连

串反应：犃→犚→犆。为了推得犃生成最终产物犆 的

速率方程，假设中间产物 犚 的浓度犮犚 ＝ｃｏｎｓ狋

或
ｄ犮犚
ｄ狋（ ）＝０ 。在多相反应中，对由外膜传质、内扩

散、界面反应等环节组成的串联式的动力学方程，也

可由稳定近似法导出。例如，金属氧化反应速率就

是在假设氧化膜内氧化气体浓度不随时间变化的前

提下得到的［１８］；铁矿石未反应核模型，就是在产物

层还原物质浓度犮＝ｃｏｎｓ狋的稳态假设下推出的
［１２］。

稳态假设就是在非稳态问题处理过程中，而附加的

某个（些）量随时间不变的有限约束。既然是假设，

就会使结果出现偏差，因此又要求它是有限的约束，

不致结果偏差大。从稳态近似法应用的例子看出：

稳态假设的对象应该是诸多串行环节中的一个或几

个环节，这就为了保证是有限约束。

其实，运用稳态假设，除了可以进行犮＝ｃｏｎｓ狋假

设，还 可 以 进 行ｄ犮
ｄ狋
＝ｃｏｎｓ狋 或ｄ

２犮

ｄ狋２（ ）＝０ 的 假 设。

犮＝ｃｏｎｓ狋假设是
ｄ犮
ｄ狋
＝ｃｏｎｓ狋假设的特例；换言之，

犮＝ｃｏｎｓ狋假设比
ｄ犮
ｄ狋
＝ｃｏｎｓ狋假设施加的约束强，应用

ｄ犮
ｄ狋
＝ｃｏｎｓ狋假设获得的结果，与应用犮＝ｃｏｎｓ狋假设获

得的结果相比，更接近真实情况。

看如何利用ｄ犮
ｄ狋
＝ｃｏｎｓ狋的假设获得下面非稳态

扩散问题的近似解。

犮

狋
＝犇


２犮

狓
２
，

　　初始条件　狋＝０∶狓∈［０，犾］，犮＝０；

边界条件　狋＞０∶狓＝０，犇
犮

狓 狓＝０
＝β（犮｜狓＝０－

犮０）；狓＝犾，
犮

狓 狓＝犾
＝０。

左边界外部流体介质的浓度为已知的犮０，流体

介质与左边界之间的传质通量犿＝β犮 狓＝０－犮（ ）
０ 。

２　利用稳态近似法获得扩散方程近似

解的过程

　　上述非稳态问题的解就是要获得（０，犾）内任一
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位置狓的浓度犮狓 随时间变化的关系，见图１，位置狓

处的浓度犮狓 只是时间狋的函数，它的变化率是
ｄ犮狓
ｄ狋
。

运用稳态近似法求犮狓 的步骤如下：

图１　扩散方程解的图示

２．１　划分网格（离散方程）

首先将位于狓左边的区间长度狓 均分为狀份，

则每份的长度为狓
狀
；位于狓右边的区间长度犾－狓均

分为犿 份，则每份的长度是
犾－狓
犿
，如图２所示。这

样（０，犾）内有（犿－１）＋（狀－１）＋１个间隔位置。将

位于狓左边第１个间隔位置处浓度记为犮１，位置狓

左边第２个间隔位置处浓度记为犮２，如图２所示，以

此类推，位于狓左边第狀－１间隔位置处浓度记为

犮狀－１，位于狓左边第狀间隔位置是区间［０，犾］的左边

界；按照同样做法，将位于狓右边第１个间隔位置处

浓度记为犮犾，１，位于狓右边第２个间隔位置处浓度记

为犮犾，２，以此类推，位于狓右边第犿－１间隔位置处

浓度记为犮犾，ｍ－１，位于狓右边第犿 个间隔位置是区

间［０，犾］的右边界。

图２　非稳态扩散方程离散用图

与一般的数值方法一样［１９］，每个间隔位置处的

浓度可以看作有自己的控制容积，间隔位置处的浓

度可以用控制容积内的平均浓度代替，间隔位置处

的浓度随时间的变化率可以用控制容积内的平均浓

度随时间的变化率代替；若控制容积越小，间隔位置

处的浓度和控制容积内的平均浓度越接近，间隔位

置处浓度的变化率和控制容积内平均浓度的变化率

越接近。浓度犮１，犮２，…，犮狀－１的控制容积是
狓
狀
；浓度

犮犾，１，犮犾，２…，犮犾，犿－１的控制容积是
犾－狓
犿
；犮狓 的控制容积

是１
２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓
犿
。这样可以将微分形式的扩散方程

针对每个控制容积离散，例如对犮狓 的控制容积，扩

散方程离散为

犇
犮１－犮狓
狓
狀

－犇
犮狓－犮犾，１
犾－狓
犿

＝
ｄ犮狓
ｄ狋

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
。

（１）

注意，这里与一般数值方法不一样的是［１９］：浓度变化

率（浓度对时间的导数）不离散，仅是关于对位置的导

数的项离散；在犮狓 的控制容积内，
犮

狋
用
ｄ犮狓
ｄ狋
代替。对

犮１，犮２，…，犮狀－１的控制容积，扩散方程分别离散为

犇
犮２－犮１
狓
狀

－犇
犮１－犮狓
狓
狀

＝
ｄ犮１
ｄ狋
狓
狀
， （２１）

犇
犮３－犮２
狓
狀

－犇
犮２－犮１
狓
狀

＝
ｄ犮２
ｄ狋
狓
狀
， （２２）

犇
犮４－犮３
狓
狀

－犇
犮３－犮２
狓
狀

＝
ｄ犮３
ｄ狋
狓
狀
， （２３）

……

犇
犮犻－犮犻－１
狓
狀

－犇
犮犻－１－犮犻－２

狓
狀

＝
ｄ犮犻－１
ｄ狋
狓
狀
，

［２（犻１）］

……

犇
犮狀－１－犮狀－２

狓
狀

－犇
犮狀－２－犮狀－３

狓
狀

＝
ｄ犮狀－２
ｄ狋
狓
狀
，

［２（狀２）］

犇
犮狀－犮狀－１
狓
狀

－犇
犮狀－１－犮狀－２

狓
狀

＝
ｄ犮狀－１
ｄ狋
狓
狀
。

［２（狀１）］

　　左边界的边界条件
犮

狓 狓＝０

＝β犮 狓＝０－犮（ ）
０ 离

散为

β（犮
０
－犮狀）－犇

犮狀－犮狀－１
狓
狀

＝０。 （２狀）

　　对犮犾，１，犮犾，２…，犮犾，犿－２的控制容积，扩散方程分别

离散为

犇
犮狓－犮犾，１
犾－狓
犿

－犇
犮犾，１－犮犾，２
犾－狓
犿

＝
ｄ犮犾，１
ｄ狋
犾－狓
犿
，（３１）

犇
犮犾，１－犮犾，２
犾－狓
犿

－犇
犮犾，２－犮犾，３
犾－狓
犿

＝
ｄ犮犾，２
ｄ狋
犾－狓
犿
，

（３２）

……
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犇
犮犾，犿－３－犮犾，犿－２
犾－狓
犿

－犇
犮犾，犿－２－犮犾，犿－１
犾－狓
犿

＝
ｄ犮犾，犿－２
ｄ狋
犾－狓
犿
。

［３（犿２）］

　　狓＝犾处的边界条件
犮

狓
＝０离散为

犮犾，犿 －犮犾，犿－１
犾－狓
犿

＝０。

扩散方程在犮犾，犿－１的控制容积离散为

犇
犮犾，犿－２－犮犾，犿－１
犾－狓
犿

－犇
犮犾，犿－１－犮犾，犿
犾－狓
犿

＝
ｄ犮犾，犿－１
ｄ狋
犾－狓
犿
，

　　结合右边界条件离散式，此式化为

犇
犮犾，犿－２－犮犾，犿－１
犾－狓
犿

＝
ｄ犮犾，犿－１
ｄ狋
犾－狓
犿
。

［３（犿１）］

２．２　进行稳态假设

因要获得随时间变化的浓度犮狓 所在的位置狓

位于（０，犾）内，即０＜狓＜犾。狓左边浓度犮１ 的位置为：

狓－
狓
狀
＝ １－

１

（ ）狀 狓＝
狀－１
狀
狓＞０狀≥（ ）２ 。狓右边浓度

犮犾，１的位置为：狓＋
犾－狓
犿
＜狓＋犾－狓＝犾犿≥（ ）２ 。因此

只要犿≥２、狀≥２，浓度犮１ 和犮犾，１所在的位置也都位

于（０，犾）内。这样位置相邻的犮１、犮狓、犮犾，１作为一个环

节串联在整体之中，对它们可以进行稳态假设，运用

稳态近似法了。假设：

ｄ犮１
ｄ狋
＝ｃｏｎｓ狋，即

ｄ２犮１
ｄ狋２
＝０；

ｄ犮狓
ｄ狋
＝ｃｏｎｓ狋，即

ｄ２犮狓
ｄ狋２
＝０；

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＝ｃｏｎｓ狋，即

ｄ２犮犾，１
ｄ狋２

＝０。

２．３　导出犮１、犮狓、犮犾，１满足的关系式

由式（１）变形得：

犮１ ＝
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋犮狓＋

犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１， （２）

　　将犮１ 对时间求导，并结合假设得：

ｄ犮１
ｄ狋
＝
ｄ犮狓
ｄ狋
＋
犿
狀

狓
犾－狓

ｄ犮狓
ｄ狋
－
犿
狀

狓
犾－狓

ｄ犮犾，１
ｄ狋
，（３）

　　由式（２１）变形得：

犮２ ＝
ｄ犮１
ｄ狋

狓
（ ）狀

２
１

犇
＋２犮１－犮狓。

　　将
ｄ犮１
ｄ狋
、犮１ 的表达式代入犮２，整理得：

犮２ ＝
狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＋

２
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋２
犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－２
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１。

　　将犮２ 对时间求导，得：

ｄ犮２
ｄ狋
＝
ｄ犮狓
ｄ狋
＋２
犿
狀

狓
犾－狓

ｄ犮狓
ｄ狋
－２
犿
狀

狓
犾－狓

ｄ犮犾，１
ｄ狋
。

　　由式（２２）变形得：

犮３ ＝
ｄ犮２
ｄ狋

狓
（ ）狀

２
１

犇
＋２犮２－犮１。

　　将
ｄ犮２
ｄ狋
、犮２ 和犮１ 的表达式代入犮３，整理得：

犮３ ＝３
狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋４
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

４
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＋

３
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋３
犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－３
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１。

　　综合犮２ 和犮３ 表达式的形式，令：

犮犻＝犃犻
狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋犅犻

犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犅犻
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＋

犆犻
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋犆犻
犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－犆犻
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１。 （４）

则：

犮犻－１＝犃犻－１
狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋犅犻－１

犿
狀
狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犅犻－１
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＋

犆犻－１
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋犆犻－１
犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－犆犻－１
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１，

犮犻－２ ＝犃犻－２
狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犅犻－２
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犅犻－２
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＋

犆犻－２
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋犆犻－２
犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－犆犻－２
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１。
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　　将犮犻－１对时间求导，并结合假设得：

ｄ犮犻－１
ｄ狋
＝
ｄ犮狓
ｄ狋
＋犆犻－１

犿
狀
狓
犾－狓

ｄ犮狓
ｄ狋
－犆犻－１

犿
狀
狓
犾－狓

ｄ犮犾，１
ｄ狋
。

　　由式［２（犻－１）］变形得：

犮犻＝
ｄ犮犻－１
ｄ狋

狓
（ ）狀

２
１

犇
＋２犮犻－１－犮犻－２，

　　将
ｄ犮犻－１
ｄ狋
、犮犻－１和犮犻－２的表达式代入犮犻，合并同类

项后得：

犮犻＝ （２犃犻－１－犃犻－２＋１）
狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋（２犅犻－１－

犅犻－２＋犆犻－１）
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

（２犅犻－１－犅犻－２＋犆犻－１）
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＋

２犆犻－１－犆犻－（ ）２
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋（２犆犻－１－犆犻－２）
犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－

（２犆犻－１－犆犻－２）
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１。

　　将此式和式（４）比照，得犃犻、犅犻 和犆犻 的递推公

式（犻≥４）：

犃犻＝２犃犻－１－犃犻－２＋１，犃２ ＝１，犃３ ＝３；

犅犻＝２犅犻－１－犅犻－２＋犆犻－１，犅２ ＝１，犅３ ＝４；

犆犻＝２犆犻－１－犆犻－２，犆２ ＝２，犆３ ＝３。

犃２、犃３、犅２、犅３、犆２、犆３是犮２、犮３表达式中相应项前面的

系数。由犃犻、犅犻和犆犻的递推公式及相应前两项的值

可推得：犃犻＝
（犻－１）犻
２

；犅犻＝
（犻－１）犻（犻＋１）

６
；犆犻＝犻。

由式［２（狀－２）］（这时犻＝狀－１）得：

犮狀－１＝犃狀－１
狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋犅狀－１

犿
狀
狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犅狀－１
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＋

犆狀－１
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋犆狀－１
犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－犆狀－１
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１。

　　由式［２（狀－１）］（这时犻＝狀）得：

犮狀 ＝犃狀
狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋犅狀

犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犅狀
犿
狀

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＋

犆狀
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
狀

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋犆狀
犿
狀

狓
犾－狓

犮狓－犆狀
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１，

将犮狀 和犮狀－１代入式（２狀），整理得到犮狓、犮犾，１满足的一

个关系式：

１

犇
狓
狀β
犮０－β

狀（狀－１）

２

狓
（ ）狀

３
１

犇２
ｄ犮狓
ｄ狋
－

β
（狀－１）（狀＋１）犿

６

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

３
１

犇２
ｄ犮狓
ｄ狋
＋

β
（狀－１）（狀＋１）犿

６

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

３
１

犇２
ｄ犮犾，１
ｄ狋
－

β狀
１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
（ ）狀

２
１

犇２
ｄ犮狓
ｄ狋
－

１

犇
狓
狀β
犮狓－

犿
犇
狓
狀β

狓
犾－狓

犮狓＋
犿
犇
狓
狀β

狓
犾－狓

犮犾，１－

１

犇
（狀－１）

狓
（ ）狀

２ｄ犮狓
ｄ狋
－
１

犇

（狀－１）犿
２

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２ｄ犮狓
ｄ狋
＋

１

犇

（狀－１）犿
２

狓
犾－狓

狓
（ ）狀

２ｄ犮犾，１
ｄ狋
－

１

犇
狓
狀

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
ｄ犮狓
ｄ狋
－

犿
狀

狓
犾－狓

犮狓＋
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１ ＝０。 （５）

按照同样的做法，可以推得浓度犮犾，犻的通式：

犆犾，犻＝犃犻
犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋犅犻

狀
犿
犾－狓
狓

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犅犻
狀
犿
犾－狓
狓

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮１
ｄ狋
＋

犆犻
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
犾－狓
犿

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狓＋犆犻
狀
犿
犾－狓
狓
犮狓－犆犻

狀
犿
犾－狓
狓
犮１。

　　 其中 犃犻、犅犻 和犆犻 的计算式分别为：犃犻＝

（犻－１）犻
２

；犅犻＝
（犻－１）犻（犻＋１）

６
；犆犻＝犻（４≤犻≤犿－１）。

令犻＝犿－２得：

犮犾，犿－２ ＝犃犿－２
犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犅犿－２
狀
犿
犾－狓
狓

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犅犿－２
狀
犿
犾－狓
狓

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮１
ｄ狋
＋

犆犿－２
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
犾－狓
犿

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犮狊＋犆犿－２
狀
犿
犾－狓
狓
犮狓－犆犿－２

狀
犿
犾－狓
狓
犮１。

　　令犻＝犿－１得：

犮犾，犿－１ ＝犃犿－１
犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犅犿－１
狀
犿
犾－狓
狓

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犅犿－１
狀
犿
犾－狓
狓

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮１
ｄ狋
＋

犆犿－１
１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
犾－狓
犿

ｄ犮狓
ｄ狋
＋
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犮狊＋犆犿－１
狀
犿
犾－狓
狓
犮狓－犆犿－１

狀
犿
犾－狓
狓
犮１。

将上式对时间狋求导，得：

ｄ犮犾，犿－１
ｄ狋

＝
ｄ犮狓
ｄ狋
＋犆犿－１

狀
犿
犾－狓
狓

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犆犿－１
狀
犿
犾－狓
狓

ｄ犮１
ｄ狋
。

将
ｄ犮犾，犿－１
ｄ狋

、犮犾，犿－１和犮犾，犿－２的表达式代入式［３（犿１）］，

整理得犮狓、犮１ 满足的一个关系式：

（犿－１）
犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犿（犿－１）

２

狀
犿
犾－狓
狓

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犿（犿－１）

２

狀
犿
犾－狓
狓

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮１
ｄ狋
＋

１

犇

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
犾－狓
犿

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

狀
犿
犾－狓
狓
犮狓－

狀
犿
犾－狓
狓
犮１ ＝０。 （６）

２．４　导出犮狓 关于狋的函数关系式

将犮１、
ｄ犮１
ｄ狋
的表达式［式（２）和式（３）］代入式（６），

整理之后得到下式：

（犿－１）
犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犿（犿－１）

２

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
＋

犿（犿－１）

２

犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮犾，１
ｄ狋
－犮狓＋犮犾，１ ＝０。（７）

　　将式（９）两边同时对时间求导，并结合假设得：

ｄ犮犾，１
ｄ狋
＝
ｄ犮狓
ｄ狋
。

　　将
ｄ犮犾，１
ｄ狋
＝
ｄ犮狓
ｄ狋
代入式（５）得：

１

犇
狓
狀β
犮０－β

狀（狀－１）

２

狓
（ ）狀

３
１

犇２
ｄ犮狓
ｄ狋
－

β狀
１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
狓
（ ）狀

２
１

犇２
ｄ犮狓
ｄ狋

－
１

犇
狓
狀β
犮狓－

犿
犇
狓
狀β

狓
犾－狓

犮狓＋
犿
犇
狓
狀β

狓
犾－狓

犮犾，１＋

１

犇
（１－狀）

狓
（ ）狀

２ｄ犮狓
ｄ狋
－

１

犇
狓
狀

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
ｄ犮狓
ｄ狋
－

犿
狀

狓
犾－狓

犮狓＋
犿
狀

狓
犾－狓

犮犾，１ ＝０。 （８）

　　将
ｄ犮犾，１
ｄ狋
＝
ｄ犮狓
ｄ狋
代入式（７）得：

（犿－１）
犾－狓（ ）犿

２
１

犇

ｄ犮狓
ｄ狋
－犮狓＋犮犾，１ ＝０。 （９）

　　将式（８）×狀（犾－狓）－式（９）× 犿狓＋犿β
犇
狓（ ）２ ，

并整理之后得：

１

犇β
狓（犾－狓）犮

０
－
狀－１
狀

１

２犇２β
狓３（犾－狓）

ｄ犮狓
ｄ狋
－

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
１

犇２β
（犾－狓）狓

２ｄ犮狓
ｄ狋
－

犿－１
犿

１

犇２β
（犾－狓）

２狓２
ｄ犮狓
ｄ狋
＋
１－狀
狀

１

犇
（犾－狓）狓

２ｄ犮狓
ｄ狋
－

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
１

犇
狓（犾－狓）

ｄ犮狓
ｄ狋
－

犿－１
犿

１

犇
狓（犾－狓）

２ｄ犮狓
ｄ狋
－
１

犇β
狓（犾－狓）犮狓 ＝０。

（１０）

　　要让狀、犿趋无穷大，每一个控制容积才会趋近

于０，每个间隔位置处的浓度和控制容积内的平均

浓度才相等，每个间隔位置处的浓度变化率和控制

容积内的平均浓度变化率才相等。对式（１０）两边同

时取极限：

１

犇β
狓（犾－狓）犮

０
－
１

２犇２β
狓３（犾－狓）

ｄ犮狓
ｄ狋
ｌｉｍ
狀→∞

狀－１
狀
－

１

犇２β
（犾－狓）狓

２ｄ犮狓
ｄ狋
ｌｉｍ
狀→∞
犿→∞

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
－

１

犇２β
（犾－狓）

２狓２
ｄ犮狓
ｄ狋
ｌｉｍ
犿→∞

犿－１
犿

＋

１

犇
（犾－狓）狓

２ｄ犮狓
ｄ狋
ｌｉｍ
狀→∞

１－狀
狀

－

１

犇
狓（犾－狓）

ｄ犮狓
ｄ狋
ｌｉｍ
狀→∞
犿→∞

１

２

狓
狀
＋
１

２

犾－狓（ ）犿
－

１

犇
狓（犾－狓）

２ｄ犮狓
ｄ狋
ｌｉｍ
犿→∞

犿－１
犿

－
１

犇β
狓（犾－狓）犮狓 ＝０。

即：

１

犇β
狓（犾－狓）犮

０
－
１

２犇２β
狓３（犾－狓）

ｄ犮狓
ｄ狋
－

１

犇２β
（犾－狓）

２狓２
ｄ犮狓
ｄ狋
－

１

犇
（犾－狓）狓

２ｄ犮狓
ｄ狋
－
１

犇
狓（犾－狓）

２ｄ犮狓
ｄ狋
－

１

犇β
狓（犾－狓）犮狓 ＝０。

　　上式两边同时除以
犾
犇
狓（犾－狓）后，经整理得到：

ｄ犮狓
ｄ狋
＋ β
１

２犇β
狓２＋

１

犇β
狓（犾－狓）＋犾

犮狓 ＝

β
１

２犇β
狓２＋

１

犇β
狓（犾－狓）＋犾

犮０。 （１１）

　　式（１１）是关于时间狋的一阶线性微分方程，它
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的通解为

犮狓 ＝犆ｅ
－β

１
２犇β
狓
２
＋
１
犇β
狓（犾－狓）＋犾

狋
＋犮

０。

　　加入初始条件（狋＝０时，犮狓＝０）限制，确定积分

常数犆后，最终得：

犮狓 ＝－犮
０ｅ

－β
１
２犇β
狓
２
＋
１
犇β
狓（犾－狓）＋犾

狋
＋犮

０。 （１２）

式（１４）可看作前述非稳态扩散问题的一个近似解。

３　所求近似解和数值解的对比

对前述非稳态扩散问题，取犮０＝１０ｍｏｌ／ｍ３，犾＝

１００ ｍ，犇 ＝０．２５ ｍ２／ｓ，β 分 别 取 ３００，０．０３，

０．００３ｍ／ｓ；按照通常的数值方法
［１９］获得它的数值

解，计算数值解时，均匀网格数取１０００（即 Δ狓＝

０．１ｍ），时间步长（Δ狋）取１ｓ。网格再加密，时间步

长再缩短，均看不出数值解再有变化，这时的数值解

其实就可看作是此例非稳态问题的精确解。此例非

稳态问题的数值解用图３、图４、图５中的实线示出。

按式（１２）中犮狓 的近似解表达式计算的结果用这些

图中的虚线示出。图３（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）各图，

在传质系数β取３００ｍ／ｓ时，对扩散开始后的５０，

３０００，６０００，９０００，…，一直到接近最终稳态的

５４０００，５７０００，６００００ｓ等时刻点的近似解和数值解

进行了对比。同样地，图４和图５，在传质系数β分

别取０．０３ｍ／ｓ和０．００３ｍ／ｓ时，对扩散开始后，一

直到接近最终稳态的一些时刻点的近似解和数值解

进行了对比。图３、图４、图５较全面地反映了

式（１２）中犮狓 的近似解与精确解的吻合情况。

图３　β＝３００犿／狊时数值解和近似解的对比图

　　从近似解和数值解对比可以看出：两者吻合程

度总体是较好的；在扩散的前期（图３中０～９０００ｓ，

图４中０～１２０００ｓ，图５中０～２４０００ｓ），两者曲线

形状吻合稍差些，但前期过后，一直到最终稳态，两

者曲线形状吻合比较好。另外：从扩散开始到最终

达到稳态的漫长时间里（图３、图４、图５是算例条件

下的结果，如选实际物质固态金属中的扩散来计算，

扩散时间更是漫长的），近似解和数值解是同步的，

因此用此近似解预测达到最终稳态的时间，准确度

应该是好的；从近似解和数值解对比来看，两者没有

出现错位，在内部扩散占控制地位 １

β

犾

（ ）犇 的图３

中，两者总有２～３个交点，在外部传质占控制地位

１

β

犾

（ ）犇 的图５中，在同一时刻的近似解和数值解

基本上都呈直线，但两者总有交点，即使经过漫长的

扩散发展过程，同一时刻的近似解和数值解也不会
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出现一条曲线完全在上另一条曲线完全在下的错

位。总体来说：近似解是可以接受的。扩散方程分

析解的稳态近似法可以说是有效的。

若在获得前述非稳态问题近似解的过程中，稳

态假设改为犮１＝ｃｏｎｓ狋，即
ｄ犮１
ｄ狋
＝０；犮狓＝ｃｏｎｓ狋，即

ｄ犮狓
ｄ狋
＝

０；犮犾，１＝ｃｏｎｓ狋，即
ｄ犮犾，１
ｄ狋
＝０，按照前述的方法和步骤，

最终可得到的近似解为：犮狓＝犮
０。这个近似解说明

在各时刻犮狓 的近似值都是最终稳态的值。这个近

似解和实际情形差别较大。但工程上得到应用的未

反应核模型、金属氧化模型等都是在假设产物层还

原或氧化气体浓度犮＝ｃｏｎｓ狋
ｄ犮
ｄ狋（ ）＝０ 得到的，犮狓 的结

果会有它的启示和比较的作用，也称其为近似解。

浓度不随时间变化稳态假设下的近似解就是最终稳

态的解，意味着稳态近似法处理的结果可能首先从

近似最终稳态开始，然后可能接着近似接近最终稳

态的状态，再接着可能近似远离最终稳态的状态。

这种理解与图３、图４、图５中出现的近似解和数值

解吻合现象比较符合。

图４　β＝０．０３犿／狊时数值解和近似解的对比图
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图５　β＝０．００３犿／狊时数值解和近似解的对比图

　　另外，从图３、图４、图５中还可以看出，近似解

基本上是遵循总体质量守恒的，也即同一时刻近似

解曲线和数值解曲线下面的面积是基本相同的。可

明显看出（尤其从图５）近似解曲线位于数值解曲线

上面的面积和它位于数值解曲线下面的面积基本是

相同的。但在扩散前期，比如看图３，近似解曲线位

于数值解曲线上面的面积和它位于数值解曲线下面

的面积在５０，３０００，６０００ｓ时刻是有稍大些的差

别。近似解基本上是遵循总体质量守恒的，这也可

由近似解和数值解是同步的结论意识到；而在扩散

前期，近似解满足总体质量守恒程度稍差是由稳态

近似法的特点决定的，稳态近似法处理的结果首先

从近似最终稳态开始。

４　结　论

１）首先将动力学中常用的浓度随时间不变的稳

态假设发展为浓度变化率随时间不变的稳态假设。

给出了对在有限长度区间内应用的扩散方程进行稳

态近似法处理的过程。

２）对文中给出的非稳态问题获得的近似解为：

犮狓＝－犮
０ｅ

－β
１
２犇β
狓
２
＋
１
犇β
狓（犾－狓）＋犾

狋＋犮０。对此近似解与数值解

对比得出：从扩散开始，一直到最终稳态的过程中，

稳态近似法获得的结果和精确解是同步的；稳态近

似法获得的结果与接近最终稳态的情形吻合程度

好，与远离最终稳态的情形吻合程度差些；稳态近似

法获得的结果基本上满足总体质量守恒。
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