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摘　要：确定区间参数结构动力特性和静响应最值可以很好地解决某些结构的不确定问题。

结构的动力特性和静响应往往与参数之间存在着密切的联系，给出它们之间的内在联系可以使得

区间参数结构的动力特性和静响应最值计算变得简单、有效。文中通过公式推导弹性模量犈和质

量密度ρ与结构动力特性和静响应相关的结论，并以桁架结构的动力特性作为算例，分别计算了单

工况荷载作用下，加载点方向和非加载点方向的位移最值，比较了它们的参数取值，并验证了弹性

模量犈与加载点方向位移的关系。
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　　在传统的工程结构分析时，一般采用确定性的

结构参数和数学模型。在所有的模型中，涉及结构

的参数一般都是确定性的数值。所谓的确定性就是

在计算中忽略了结构不稳定性而导致结构系统发生

的变化，最终导致结构出现完全的不稳定性和计算

误差。事实上，研究工程往往出现结构的不确定

性［１］，比如不同温度下各种材料性质的改变、物体的

几何形状和尺寸在测量过程中产生的误差，结构在
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随机载荷下致外力随时间不断变化，一些结构涉及

计算的初始条件和边界条件等。造成这些不确定性

的原因有很多，有的是参数具有制造、安装误差等；

有的是参数具有计算或测量误差；有的是系统在不

同的工况下，参数具有不同的数值；有的是参数具有

一定的变化区域或无法精确测定［２］。另外，还有与

结构间接联系的一类不确定因素如工程需求等模糊

因素。总之，实际结构中的误差或不确定性是普遍

存在的。虽然，在很多情况下，这些误差和不确定性

可能很小，但是由于累积就可能对结构造成很大的

影响，尤其在比较复杂的结构中就更为明显。传统

分析设计中，通过采用较大的安全系数来避免结构

不确定性的影响，已经很难满足现代分析设计的要

求［３］。因此研究工程中的不确定性的结构分析方

法，具有重要的实际意义和理论价值。确定区间参

数结构动力特性和静响应最值可以很好地解决某些

结构不确定问题。

综上所述，给出区间参数结构动力特性和静

响应的最值显得尤其重要，而寻求一种简单而有

效的计算方法是必不可少的。区间参数结构的

动力特性和静响应往往与参数之间存在着密切

的联系［４５］，给出它们之间的内在联系可以使得

区间参数结构动力特性和静响应的最值计算变

得简单、有效。

１　区间参数弹模犈和密度ρ的结构动

讨论区间参数弹性模量和质量密度的特征值响

应：若结构第犻个单元的弹性模量和质量密度的变

化范围分别是［犈犻，犈犻］和［ρ犻，ρ犻］，犻＝１，２，…犖犲；则

λ犼ｍａｘ，犼＝１，２，…狀出现在犈犻＝犈犻，ρ犻＝ρ犻，犻＝１，２，…

犖犲；反之，λ犼ｍｉｎ，犼＝１，２，…狀出现在犈犻＝犈犻，ρ犻＝ρ犻，

犻＝１，２，…犖犲；（注：λ犼＝φ
Ｔ
犼 犓－λ犼［ ］犕 φ犼，φ犼 是对应特

征值λ犻的特征向量）证明如下：

１）在其他特性不变的情况下，若第犻个单元的

弹性模量增加，即犈犻≥犈
０
犻，又

λ犼
犈犻

＝φ
Ｔ
犼
犓

犈犻
－λ犼

犕

犈（ ）犻φ犼 ＝φＴ犼 
犓

犈犻
φ犼 ＝φ

Ｔ
犼犓


犻φ犼，

（１）

　　因为犓

犻 为半正定对称矩阵，则φ

Ｔ
犼犓


犻φ犼≥０；

φ犼∈犚
狀×１；

所以 λ犼
犈犻
≥０。则λ犼≥λ

０
犼，犼＝１，２，…，狀。

２）在其他特性不变的情况下，若第犻个单元的

质量密度增加，即ρ犻≥ρ
０
犻，又

λ犼
ρ犻
＝φ

Ｔ
犼
犓

ρ犻
－λ犼

犕

ρ（ ）犻 φ犼 ＝

－λ犼φ
Ｔ
犼
犕

ρ犻
φ犼 ＝－λ犼φ

Ｔ
犼犕


犻φ犼， （２）

　　同理，犕犻 为半正定对称矩阵；则φ
Ｔ
犼犕


犻φ犼≥０；

则－λ犼φ
Ｔ
犼犕


犻φ犼≤０；φ犼∈犚

狀×１；所以λ犼
ρ犻
≤０。

则λ犼≤λ
０
犼，犼＝１，２，…，狀。

综上所述，结论得以保证。

２　区间参数弹模犈的结构静响应分析

实际工程中，很多时候关心的是结构在力作用

点位移的大小，而结构在单独一个力作用下，加载点

位移取最值的参数取值具有特殊性［６］，这里的加载

点即力作用点，且方向同力的方向，推导如下。

讨论区间参数弹性模量的静力响应：当结构在

某一个自由度方向被施加一个力（假设为正）时，结

构各单元刚度（犈）取最小值时，结构在该自由度方

向的位移取最大值［７８］，反之，结构在该自由度方向

的位移取最小值。

假定结构在犽方向被施加一个力犳犽，则荷载向

量犉＝［０；．．．犳犽；．．．０］，犽方向位移δ犽＞０，现求犽

方向位移δ犽 对设计变量的灵敏度。

假设第狀个单元的设计变量狓狀（犈）发生变化，

灵敏度为δ犽

狓狀
。

由犓×δ＝犉对设计变量狓狀 求偏导得

犓

狓狀
δ＋犓

δ
狓狀

＝０， （３）

犓
δ
狓狀

＝－
犓

狓狀
δ。 （４）

　　对于桁架或刚架，
犓

狓狀
为单元刚度矩阵犲犽狀 对狓狀

偏导数
犲犽狀

狓狀
的扩维矩阵。以桁架为例，设第狀个单

元的节点为犻和犼。则

犲犽狀

狓狀
＝

犽２犻－１，２犻－１ 犽２犻－１，２犻 犽２犻－１，２犼－１ 犽２犻－１，２犼

犽２犻，２犻－１ 犽２犻，２犻 犽２犻，２犼－１ 犽２犻，２犼

犽２犼－１，２犻－１ 犽２犼－１，２犻 犽２犼－１，２犼－１ 犽２犼－１，２犼

犽２犼，２犻－１ 犽２犼，２犻 犽２犼，２犼－１ 犽２犼，２

熿

燀

燄

燅犼

，
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犓

狓狀
＝

０ …　　　　　　　

 　　　　　　　

　　　犽２犻－１，２犻－１ 犽２犻－１，２犻 … 犽２犻－１，２犼－１ 犽２犻－１，２犼

　　　犽２犻，２犻－１ 犽２犻，２犻 … 犽２犻，２犼－１ 犽２犻，２犼

　　　　    

　　　犽２犼－１，２犻－１ 犽２犼－１，２犻 … 犽２犼－１，２犼－１ 犽２犼－１，２犼

　　　犽２犼，２犻－１ 犽２犼，２犻 … 犽２犼，２犼－１ 犽２犼，２犼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 

　　　　　　　　　　　　　　　　　　…

熿

燀

燄

燅０

，

犓

狓狀
δ＝

０




犿

犽２犻－１，犿δ犿


犿

犽２犻，犿δ犿




犿

犽２犼－１，犿δ犿


犿

犽２犼，犿δ犿



熿

燀

燄

燅０

，犿＝２犻－１，２犻，２犼－１，２犼，　（５）

　　将式（５）带入式（４）得式（６）

犓
δ
狓狀
＝－

０




犿

犽２犻－１，犿δ犿


犿

犽２犻，犿δ犿




犿

犽２犼－１，犿δ犿


犿

犽２犼，犿δ犿



熿

燀

燄

燅０

，犿＝２犻－１，２犻，２犼－１，２犼，　　（６）

　　由式（６）可知，
δ
狓狀
为结构在右式所示的力的作

用下的位移向量，将式（６）写成

犓
δ
狓狀

＝－

０

犕


犿

犽２犻－１，犿δ犿

犕

犕

犕

犕

犕

熿

燀

燄

燅０

－

０

犕

犕


犿

犽２犻，犿δ犿

犕

犕

犕

犕

熿

燀

燄

燅０

－

０

犕

犕

犕

犕

∑
犿

犽２犼－１，犿δ犿

犕

犕

熿

燀

燄

燅０

－

０

犕

犕

犕

犕

犕


犿

犽２犼，犿δ犿

犕

熿

燀

燄

燅０

，

犿＝２犻－１，２犻，２犼－１，２犼。 （７）

　　则灵敏度
δ犽

狓狀
为右式的力分别作用时，结构在犽

方向的位移和。当第１列力向量作用时，由位移互

等定理可知

犳犽
δ犽

狓（ ）狀 ２犻－１
＝ （－

犿

犽２犻－１，犿δ犿）δ２犻－１；

δ犽

狓（ ）狀 ２犻－１
＝－

１

犳犽
（
犿

犽２犻－１，犿δ犿）δ２犻－１；

　　同理得

δ犽

狓（ ）狀 ２犻
＝－

１

犳犽
（
犿

犽２犻，犿δ犿）δ２犻；
δ犽

狓（ ）狀 ２犼－１
＝

－
１

犳犽
（
犿

犽２犼－１，犿δ犿）δ２犼－１；

δ犽

狓（ ）狀 ２犼

＝－
１

犳犽
（
犿

犽２犼，犿δ犿）δ２犼；

δ犽

狓狀
＝

犿

δ犽

狓（ ）狀 犿
＝－

１

犳犽
（δ）

Ｔ犲犽狀

狓狀
δ
， （８）

δ

＝ δ２犻－１；δ２犻；δ２犼－１；δ２［ ］犼

　　由单元刚度矩阵的正定性知
犲犽狀

狓狀
为半正定矩

阵，式（８）的右边为一实二次型，由此可知
δ犽

狓狀
＜＝０；

即δ犽

狓狀
在优化过程中不变号。当狓狀 减小时，有

δ
犾
犽 ＞δ

犾－１
犽 ；犾＝１，２，３…狀

　　综上所述，结论得以保证。

３　分析结果

对于区间参数弹模犈 和质量密度ρ，从理论上

推导了特征值取最值时，相应的区间参数取值；对于

区间参数弹模犈，推导了单工况加载点位移取最值

时，相应的区间参数取值。并得出３个结论：

１）对于弹模犈，当犈取最大值时，特征值取最大

值；反之，特征值取最小值。

２）对于密度ρ，当ρ取最小值时，特征值取最大

值；反之，特征值取最小值。

９５第１２期　　　　　　　　　　　　宋碧宏，等：区间参数结构的动力特性及静响应分析



 http://qks.cqu.edu.cn

３）对于弹模犈，在单工况加载情况下，当犈取最

小值时，加载点方向位移取最大值；反之，加载点方

向位移取最小值［９］。

４　算例

对于桁架，单元刚度矩阵犲犽和单元质量犲犿 矩

阵都是犃 的线性表达式
［１０１２］，则第犻个单元刚度矩

阵和单元质量矩阵对犃犻的灵敏度为

犲犽犻

犃犻
＝
犲犽犻
犃犻
；犲犿犻
犃犻

＝
犲犿犻
犃犻
。 （９）

　　则总体刚度矩阵犓和总体质量矩阵犕 对犃犻的

灵敏度犓

犃犻
和犕

犃犻
为
犲犽犻

犃犻
和
犲犿犻

犃犻
的扩维矩阵。

算例：图１为十杆平面桁架，弹性模量 犈＝

２．１ｅ１１Ｐａ，密度ρ＝７．８ｅ３ｋｇ／ｍ
３，以各杆的横截面

积为设计变量，求第一阶特征值的最大值和最小值。

１）给定小参数区间

犃狊＝［５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．０１

５．０１ ５．０１ ５．０１］；

犃犾＝［５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．２１

５．２１ ５．２１ ５．２１］；

初始设计变量取

犃０＝［５．１５ ５．１５ ５．１５ ５．１５ ５．１５ ５．１５ ５．１５

５．１５ ５．１５ ５．１５］；

上述公式计算结果见表１。

图１　十杆平面桁架

表１　小参数区间的第一阶特征值优化结果 ｃｍ２

犃 犃１ 犃２ 犃３ 犃４ 犃５ 犃６ 犃７ 犃８ 犃９ 犃１０

最大值 ５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．０１

最小值 ５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．０１ ５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．２１ ５．２１

　　由表１可以看出，对于每一根杆，当结构的第一

阶特征值在这根杆面积最大处取最大值时，那么它

在这根杆面积最小处取最小值；同时，当结构的第一

阶特征值在这根杆面积最大处取最小值时，那么它

在这根杆面积最小处取最大值。这是由于结构参数

小区间不确定性，即灵敏度在此小范围内不变号，那

么目标函数为每个设计变量的单调函数，因此，目标

函数在边界处取得最值，且最小值对应的面积和最

大值对应的面积是相对的［１３１５］，目标函数最大值和

最小值见图２和图３。

图２　第一阶特征值的最大值

图３　第一阶特征值的最小值

第１根杆的灵敏度和面积见图４～图７。

２）给定大参数区间

Ａ狊＝［１ １ １ １ １ １ １ １ １ １］；

Ａ犾＝［６０ ６０ ６０ ６０ ６０ ６０ ６０ ６０ ６０ ６０］；

初始设计变量取

Ａ０＝［３０ ３０ ３０ ３０ ３０ ３０ ３０ ３０ ３０ ３０］；

上述公式计算结果见表２。
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图４　特征值最大值的灵敏度 图５　特征值最大值的面积

图６　特征值最小值的灵敏度 图７　特征值最小值的面积

表２　大参数区间的第一阶特征值优化结果 ｃｍ２

犃 犃１ 犃２ 犃３ 犃４ 犃５ 犃６ 犃７ 犃８ 犃９ 犃１０

ｍａｘ ６０ ５３．８ ５３．８ ６０ １ １．６ １．８ １．８ １．６ １

ｍｉｎ １ ６０ ６０ １ ６０ ６０ ６０ ６０ ６０ ６０

　　在表２中，当特征值取最大值时，有些杆的面积

不再取边界值，这说明灵敏度在某一情况下发生了

变化，但对于该参数区间，特征值取最小值时，各个

杆的面积仍然取边界值，特征值最大值和最小值见

图８和９。

给出第６根杆的灵敏度和面积见图１０～图１３。

由图１０～图１３可以看出，对于最大值，灵敏度

最后在０的位置上下波动，面积最后收敛到一个非

边界值；对于最小值，灵敏度一直为负，面积最后收

敛到边界值。

１６第１２期　　　　　　　　　　　　宋碧宏，等：区间参数结构的动力特性及静响应分析



 http://qks.cqu.edu.cn

图８　第一阶特征值的最大值 图９　第一阶特征值的最小值

图１０　特征值最大值的灵敏度 图１１　特征值最大值的面积

图１２　特征值最小值的灵敏度
图１３　特征值最小值的面积
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５　结束语

以面积犃为设计参数，讨论了桁架对于区间参

数犃 的特征值最值和位移最值计算。对于特征值

最值，用小区间和大区间分别计算了特征值最值的

参数取值，并从所得到的结果分析了计算的正确性。

同时，分别计算了单工况荷载作用下，加载点方向和

非加载点方向的位移最值，比较了它们的参数取值，

并验证了弹性模量犈与加载点方向位移的关系。
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